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Presentacion

El programa Matematica en Red emerge como un espacio de colaboraciony reflexion conjunta
entrelosylas docentes de nivel primario y secundario de la Ciudad Autdnoma de Buenos Aires.
Su propdsito fundamental es explorar contenidos matematicos especificos y estrategias pe-
dagdgicas, promoviendo la articulacidon de la ensenanza en 1os momentos de pasaje de nivel.

La creacion de este programa viene a dar respuesta a la conocida necesidad de mejorar los
niveles de aprendizaje matematico, estableciendo como linea prioritaria el desarrollo del
pensamiento matematico de las y los estudiantes, y haciendo foco en acciones que pro-
muevan el aprendizaje y 1a ensefanza de las matematicas de manera integral.

Participaran en el programa maestras y maestros de 6.°y 7.° grado de primaria, junto con
docentes de 1.°y 2.° ano de secundaria que se desempenan en escuelas de la Ciudad. La
implementacién del programa incluira talleres conjuntos y otros especificos para docentes
de ambos niveles, con encuentros a lo largo del aio escolar. El enfoque buscara potenciar
practicas educativas que generen un aprendizaje matematico significativo y sostenible.

La metodologia de trabajo se centra en la problematizaciéon del contenido matematico escolar
y en como abordar su tratamiento en las aulas. El programa apunta a la articulaciéon entre nive-
les, explorando estrategias pedagdgicas que enriquezcan la practica docente. Como parte del
programa, se han desarrollado materiales especificos estructurados en capitulos, abordando
contenidos matematicos curriculares desde una perspectiva integral, que estaran disponibles
enlinea. Para la elaboracion de estos materiales se ha partido del planteo de interrogantes cru-
ciales como: qué contenidos matematicos han abordado los y las estudiantes en niveles edu-
cativos previos y cudles enfrentaran en los siguientes? ;Qué estrategias pedagdgicas se po-
tencian, introducen o consolidan durante estos niveles? Por ello, l1os materiales tendran como
destinatarios a docentes de 1os niveles primario y secundario de manera simultanea.

A corto plazo, se espera que el didlogo entre docentes de ambos niveles impulse la reflexion
y se traduzca en acciones estratégicas en el aula. A largo plazo, se busca establecer una co-
municacion fluida entre niveles que promueva una transicion educativa sin quiebres, donde
las y los estudiantes experimenten un proceso de articulacion coherente y consistente.

El programa aspira a fomentar la comunicacién efectiva entre docentes de distintos nive-
les, reconociendo que esta colaboraciéon enriquece la experiencia educativa. Al entender
la matematica y su didactica como elementos de conexién, no solo entre contenidos sino
también entre niveles, se intenta contribuir a una educacidon matematica que contindaenla
buUsqueda de la coherencia y efectividad para las y los estudiantes, trascendiendo las divi-
siones artificiales que a veces limitan el enfoque educativo.

El titulo Matematica en Red expresa laintencion de construir una red solida de aprendizajes
gue conecte los niveles educativos. El programa busca crear un entorno donde la colabora-
cidn entre docentes de los niveles primario y secundario no solo sea un objetivo, sino una
realidad palpable. Al tejer esta red de conocimiento, aspiramos a fortalecer la coherenciay
continuidad de 1a educacion matematica, brindando a las y 1os estudiantes una experiencia
educativa integrada y enriquecedora a 1o largo de su trayectoria escolar. Matematica en
Red es parte de la politica educativa prioritaria de mejora de aprendizajes que se propone
el Ministerio de Educacion de la Ciudad de Buenos Aires. Representa un compromiso con la
construccion de una comunidad de aprendizaje constante, colaborativa y continua.
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Introduccion

La Real Academia Espanola define la articulacidn como la unidn entre dos piezas rigidas
que permite el movimiento relativo entre ellas. Esta definicion colocaria a 1a educacion
primaria y a la educacion secundaria como piezas rigidas, 1o cual podemos no compartir.
Lo que si compartimos es que se puede (y seguramente se necesite) permitir un movi-
miento relativo entre ellas. Dicho movimiento es el que nos convoca en este documento.

La transicion entre 1a educacion primaria y 1a educacion secundaria, habitualmente, es un
proceso que vivencianlasylos estudiantes, no asi el equipo docente (maestras, maestros,
profesoresy profesoras) o el equipo directivo, y tampoco loslibros de texto. Existe una ar-
ticulaciéon declarada a nivel curricular, existen materiales que evidencian las progresiones
entre uno y otro nivel educativo, y existen contenidos propiamente dichos que viveny se
construyen en ambos niveles. Ahora bien, ;como dialogan estos espacios para contribuir
a la transicidén que viven las y los estudiantes?, jcuales son los quehaceres propios del
desarrollo del pensamiento matematico que pretendemos potenciar en cada uno de los
anos escolares?, ,qué contenidos matematicos se trabajan en anos anteriores o poste-
riores al ano escolar en el que me encuentro? Son preguntas que acompanan desde hace
anos el quehacer docente, tanto de primaria como de secundaria.

Desde el equipo académico de la Escuela de Maestros de la Ciudad Autonoma de Bue-
nos Aires nos proponemos continuar la reflexion sobre estos interrogantes a través de los
cuadernos de la coleccion Matematica en Red. El presente ejemplar desarrolla las tema-
ticas de Mdltiplos y divisores, Produccion de formulas, Funcion lineal y Construccion de
triangulos, y constituye la continuaciéon de un bloque de contenidos cuyo primer punto
estuvo centrado en el tratamiento de la proporcionalidad directa.

Cada uno de los contenidos matematicos mencionados cuenta con cuatro apartados.

» Ubicacion curricular. El objetivo es evidenciar cuando y describir como se aborda el to-
pico matematico que se estudia de 6.° grado de primaria a 2.° afo de secundaria, consi-
derando como fuentes bibliograficas los materiales oficiales del Ministerio de Educacion
dela Ciudad Auténoma de Buenos Aires.

» Contextualizacidn disciplinar. El objetivo es abordar una reflexion tedrico-practica so-
bre cudles son los elementos clave que se recomienda plantear desde el desarrollo pro-
fesional docente para propiciar el aprendizaje del contenido especifico y la resignifica-
cion por parte de las y los estudiantes.

» Problematizaciéon de la matematica escolar. El objetivo es exponer las ideas fuerza que
pretendemos movilizar en esta propuesta para el aprendizaje del contenido matematico
especifico, haciendo hincapié enlo que es propio de cada ano.

« ;COmo operativizarlas ideas fuerza? El objetivo es mostrar el analisis didactico que fun-
damenta la propuesta de dénde profundizar, matematicamente hablando, en cada ano
escolar (desde 6.° grado de primaria hasta 2.° ano de secundaria).

No obstante, invitamos a las y 1os lectores a acceder también a los textos referenciados, edi-
tados en anos anteriores, ya que seran indispensables para una articulacion fluida.
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1.1. Ubicacion curricular

El objetivo de este apartado es visibilizar donde y coémo se presentan los objetivos y al-
cances curriculares relativos al contenido especifico de multiplos y divisores. Para la re-
visidn se consideraran documentos publicados por el Gobierno de la Ciudad Auténoma
de Buenos Aires (GCABA).

Tabla 1. Sintesis de ubicacidn curricular del contenido de multiplos y divisores

Unidad de

curriculares

e Participar en

|a elaboracion de
argumentos que involucren
relaciones internas de la
multiplicacion y la division.
e Analizar la equivalencia
entre diferentes escrituras
multiplicativas y referidas
a la division entera;
analizar las diferentes
informaciones que permiten
relevar.!

(p. 125)

y divisores comunes

entre varios nimeros

y de nlimeros primos y
compuestos.

e Analizar y utilizar los
criterios de divisibilidad
para establecer relaciones
entre nlimeros, entre
célculos y establecer
cocientes y restos?.

e Participar de la
elaboracién de argumentos
que fundamenten la validez
de los criterios utilizados.
(p. 126)

(p. 514)

andlisis Primaria Secundaria
Nivel 6.° 1.° 1.° 2.°
Objetivos de aprendizaje para las escuelas de Educacion Disefio curricular nueva escuela secundaria de la Ciudad
Inicial y Primaria de la Ciudad Auténoma de Buenos Aires de Buenos Aires, ciclo basico (2% ed., 2015) (seleccion de
(2014) (seleccion de los contenidos que trabajaremos en los contenidos que trabajaremos en este documento)
este documento)
Tema: Niimeros naturales y | Tema: Niimeros naturalesy | e Utilizar las propiedades o tilizar recursos
operaciones operaciones de los nimeros naturalesy | algebraicos que permitan
e Resolver situaciones e Reconocer y utilizar la sus operaciones para leer producir, formular y validar
que involucren la relacion D =d x ¢ +r,con | y producir férmulas que conjeturas referidas a la
descomposicién r<d. modelicen situaciones, divisibilidad en el campo de
multiplicativa de un  Resolver problemas transformar expresiones los nimeros enteros.
ndmero, el uso de maltiplos | que requieran la en otras equivalentes y (p. 521)
y divisores, de miltiplos y descomposicion obtener nueva informacion
divisores comunes entre multiplicativa de un y producir argumentos que
o varios niimeros, de nimeros | ntmero, el uso de multiplos | den cuenta de la validez de
Objetivos primos y compuestos. y divisores, de mdltiplos lo realizado.

1 Este objetivo curricular declarado para 6.° no se desarrolla como tal en las actividades de Estudiary aprender
en Sexto, pero si se atiende en el material Matematica. Divisibilidad. De las operaciones a la construccion de
anticipaciones. Séptimo grado.

2 Este objetivo curricular declarado para 7.°, no se atiende como tal en las actividades de Estudiar y aprender
en Séptimo, pero si se atiende en Estudiar y aprender en Sexto.
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Unidad de

anilisis Primaria Secundaria
 Resolver problemas ® Resolver problemas ® Proponer el estudio de © Recuperar las
que impliquen el uso que involucren la relaciones entre cantidades | conceptualizaciones
de multiplos y divisores descomposicion asociadas a la divisibilidad, | alcanzadas con relacion
de niimeros naturales y multiplicativa de un por ejemplo, la suma de dos | a multiplos y divisores
Acances | d€ Mltiplosy divisores nimero. . ml?lt?plos, siunndmeroes | con ndmeros naturales
planteados comunes. . qumulary val_|dar multiplo de otro_y este de ab_orda_das en_Ia escuela
desde |a . Desarrollgr_ [a conj_eturas relaltlv_as alas unlte_rcero, el primero es primaria, pudiendo
propuesta desc_om_pos_lmon nociones de miltiploy mdltiplo del tercero, etc. extender a Iqs fenterosl
actual multiplicativa de un divisor. las caracteristicas mas

namero.

e Analizar informacion
que porta una expresion
aritmética para decidir si
un nimero es maltiplo o
divisor de otro.

trascendentes.

e |ntroducir el &lgebra
como herramienta para
conocer propiedades de las
operaciones.

Progresiones

¢ Nocion de multiplo y divisor como estrategia de calculo.

e Descomposicion multiplicativa en factores.

e Propiedad: si bes miltiplo de a, entonces todo mdltiplo

de btambién es miltiplo de a.

Ideas * Propiedades de la multiplicacion y la division (en e Miltiplos, divisores y restos de sus resultados, realizando
principales | contexto extra- e intramatematico). o no transformaciones de la expresidn.
o Criterios de divisibilidad. e Relacion entre multiplo y divisor.
1. Problemas para resolver con varios calculos
A través de problemas que requieren de varios procedimientos para ser resueltos, se pretende habilitar un trabajo con los
célculos que permita comenzar a problematizar el abordaje de la jerarquizacion de las operaciones.
Estudiary | 2. propiedades de la multiplicacion
a;’lrj:"“‘;:r Se proponen actividades hacia la generalizacién de las relaciones multiplicativas para el trabajo con las propiedades de

los ndmeros naturales y de las operaciones.

3. Propiedades de la division

Contrario al estudio de la resolucién de la cuenta de dividir en si, se requiere usarla como punto de apoyo para el anélisis
de las relaciones entre los nimeros que aparecen en cada operacion.

4, Problemas con miltiplos y divisores
Se presentan diferentes problemas para el estudio de mdltiplos y divisores que requieren operarlos, identificarlos y
reconocer |a relacion entre ellos.
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1.2. Contextualizacion disciplinar

El pensamiento aritmético se encarga de estudiar las relaciones entre cantidadesy patro-
nes numéricos mediante la identificacion de las caracteristicas de los niUmeros. Esto es de
utilidad para entender y explicar la forma en que se presentan diversas situaciones de la
vida cotidiana. Asi, el estudio de las propiedades numéricas como generalizacidon de las
relaciones entre los niumeros se reconoce como conocimiento primordial, no solo dentro
de la matematica, sino también cultural y socialmente hablando.

Un ejemplo de lo anterior se reconoce en el concepto aritmético de divisibilidad. Desde
la teoria de numeros, la divisibilidad se define en la estructura de los nimeros enteros
positivosy expresa la generalizacion de una relacion de orden parcial. Esto significa que 1a
divisibilidad es un tipo de relacidn entre dos numeros enteros positivos, por ejemplo, el 2
con respecto al 10, y comiUnmente se dice que “el 10 es divisible por 2”.

Incorporar este punto de vista relacional promueve oportunidades para la comprension
profunda de las estructuras matematicas y del sentido de las operaciones por parte de las
y los estudiantes. Un ejemplo de ello se puede encontrar en los libros especializados enla
matematica, pues presentan distintas formas de significar 1a relacion numérica caracte-
ristica del concepto de divisibilidad.

El libro de Apostol (1980) declara: “Diremos que d divide a ny escribiremos d/n si n = cd
para un c. Diremos también que n es multiplo de d, que d es un divisor de n, o que d es un
factor de n”. La divisibilidad entonces establece una relacidn binaria entre enteros con
una serie de propiedades elementales.

Y el diccionario de matematicas de Warusfel (1972) plantea a la divisibilidad como una
relacidn de orden parcial entre los nUmeros naturales: “La relacion de divisibilidad que se
expresa de la forma a/b (a divide a b), se define en el conjunto N de los nUmeros naturales,
y con frecuencia en Z, anillo de 1os nimeros enteros. Por definicion a|b si existe un nime-
ro entero ctalque b =a x ¢, a es un divisor de b, el cual es multiplo de a”.

Desde el punto de vista didactico, el estudio de la divisibilidad requiere transitar por rup-

turas y dualidades, en tanto que se trabaja con posterioridad al aprendizaje de las opera-

ciones aritméticas de divisién y multiplicacion, sus términosy algoritmos:
« Dualidades, porque se requiere desarrollar la naturaleza operativa de la division y 1a mul-
tiplicacioén, pero también la naturaleza relacional de la divisibilidad. Por ejemplo, es dis-
tinto preguntar scudl es el resultado de la operacidon 15 entre 3?, cuya respuesta es 5, que
preguntar ;3 es divisor de 157, o su equivalente ;15 es divisible por 37, cuya respuesta
no corresponde a un numero dado, sino que requiere expresar una forma de relacionar
los nimeros 3y 15, en este caso, por medio de la divisibilidad. Otro ejemplo que puede
ayudar para reflexionar sobre esta idea consiste en reconocer que el 2 puede dividir al 15,
pero no hay una relacion de divisibilidad entre estos nimeros, pues no existe un nimero
en el campo de los enteros que, al multiplicarlo por 2, dé como resultado 15.
» Rupturas de significados en los términos divisor y factor, ya que son empleados tanto
en las operaciones aritméticas de la division y la multiplicacién como en la divisibilidad.
Esto Ultimo genera una dificultad en las aulas, puesto que el significado que tienen los
términos divisor y factor al trabajar con las operaciones de division y multiplicacion es
distinto al significado desde la divisibilidad: mientras que en las operaciones aritméti-
cas sirven para nombrar los elementos que intervienen en el algoritmo, en la divisibili-
dad, factory divisor son usados para determinar una relacién entre dos nimeros. En este
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sentido, el 2 puede dividir al 15, pero no es divisor de 15, puesto que no existe un nimero
entero tal que, al multiplicarlo por 2, dé como resultado 15. En este caso, operativamente
hablando, el 2 representa el divisor en el algoritmo de la division; sin embargo, en térmi-
nos relacionales, el 2 y el 15 no mantienen una relaciéon de divisibilidad.

Asi, para el estudio de los multiplos y divisores se considera necesario promover espacios
que movilicenla relacion multiplo-divisor, asi como multiplicacion-divisiony, en términos
amplios, la divisibilidad-multiplicidad entre dos nimeros o cantidades.

Escolarmente, la presencia de los multiplos y divisores en el transito entre el nivel prima-
rio y el secundario, especificamente en el conjunto de los niumeros enteros positivos, se
caracteriza por:
a. Enla educacion a nivel primario, el estudio de 1a divisibilidad se presenta como una he-
rramienta aritmética para argumentar la validez de procedimientos y resultados, asi como
para el desarrollo de estrategias que apoyen a los calculos multiplicativos, la descomposi-
cion multiplicativa en dos o mas factores, y 1a anticipacidon de resultados de calculos nue-
vOS con apoyo de los conocidos sin necesidad de efectuar las operaciones.
b. Posteriormente, en la secundaria, se promueve la resolucidon del calculo acompanado
delalectura delainformacion que porta, la transformacion de expresiones equivalentes
que permita leer nueva informacién y la decision acerca de la divisibilidad o no de un
numero por otro.

Portodolo reflexionado hasta el momento, se planteala conveniencia de enfatizar el estu-
dio delos multiplos y divisores en primaria y secundaria en el desarrollo de la divisibilidad
como relacidn numérica, especificamente en el conjunto de los enteros positivos, mas alla
del calculo operativo de la divisidén. Por ende, el contenido de multiplos y divisores estara
fuertemente ligado también a su analisis como cualidad, esto es, al estudio de la divisibi-
lidad vy, por consecuencia, de la multiplicidad.

1.2.1. Conceptos base asociados
a. Multiplicacidn, division, multiplicidad y divisibilidad

Una delas primeras ideas que se recomienda trabajar es 1a distinciéon entre 1a multiplicacion
y la divisidn como operaciones en el campo multiplicativo y 1a multiplicidad-divisibilidad
como relaciéon matematica entre cantidades. En aritmética se reconocen como operaciones
matematicas basicas la suma, la resta, la multiplicacidon y la division, esto es, operaciones en
el campo aditivo (adicidn, sustraccidn) y operaciones en el campo multiplicativo (multipli-
cacion, division). Mientras que la operacion matematica responde a una abstraccion de un
proceso en el que el nimero es separado del contexto empirico y se generaliza mediante
una simbolizacidn especifica, la divisibilidad-multiplicidad nos comunica que dos numeros
estan relacionados de manera que uno cabe una cantidad exacta de veces en otro, o bien
gue uno se obtuvo al duplicar o triplicar el otro.

Tabla 2. Diferencia entre multiplicacion, multiplo y multiplicidad

e re s Multiplo Multiplicidad
Multiplicacion . . s
7% 3=0] 21 es multiplo de 7, pues se 21y 7 tienen una relacion de
obtuvo al triplicar el nUmero 7 multiplicidad
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Tabla 3. Distincidn entre divisidn, divisible y divisibilidad

Division Divisible Divisibilidad
21+7=3 21 es divisible por 7, pues cabe 21y 7 tienen una relacion de
exactamente 3 veces en el 21 divisibilidad

b. Formas de leer 1a relacidon de divisibilidad

La estructura delarelacion de divisibilidad se establece en el campo de los ndmeros natu-
rales o bien enteros positivos de la manera siguiente:a=b x ¢, en donde ay b son nimeros
que mantienen una relacidon de divisibilidad, pues existe un nimero ¢ tal que se cumpla
esta relacidon de equivalencia (con a, b y ¢ en los enteros positivos). Por ejemplo, 21y 7
mantienen una relacion de divisibilidad, pues el nUmero 3 permite la relacién de equiva-
lencia siguiente: 21=3 x 7.

Asi, la relacion de divisibilidad responde a una estructura multiplicativa, que conviene que
las y los estudiantes puedan leer en dos direcciones.

Imagen 1. Dos formas de leer 1a divisibilidad

Por unlado, enfatizando la relacién Por otro lado, destacando la relacién
de multiplicidad: de divisibilidad:
21 es multiplo de 7y 7 es factor de 21 21 es divisible por 7y 7 es divisor de 21

Es multiplo -
de f\ Divide a '(\
. B 5(7)
'\, Es factor p/ \a Es divisible J

de por

Asimismo, y como parte de la lectura de la estructura multiplicativa de la divisibilidad, se
busca promover los vinculos entre factor y divisor, y entre multiplo y divisible. En el ejem-
plo se hace explicito entonces que:

Tabla 4. Relaciones factor-divisor y multiplo-divisible

Relacion factor-divisor Relacidon multiplo-divisible
7 es factor de 21 21 es multiplo de 7
7 es divisor de 21 21 es divisible por 7

c. Divisibilidad y reparticion

La relacidon de divisibilidad establece que una cantidad o niumero cabe exactamente en
otra, porlo que es Util en situaciones contextuales que requieren de una reparticion equi-
tativa o de organizacion de conjuntos de elementos equivalentes, es decir, la misma can-
tidad de elementos o el mismo tamano.

Una forma de argumentar matematicamente esta relacion es mediante la division entre

estas cantidades, esto es, “una cantidad cabe exactamente en otra” es equivalente a veri-
ficar que el residuo de la division de una cantidad entre otra sea igual a cero.
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Tabla 5. Ejemplos para argumentar matematicamente la relacién de divisibilidad

Existe una relacion de divisibilidad entre No existe una relacion de divisibilidad entre
el45yelb el48yelb5
45+5=9yelrestoesO 48 +5=9yelrestoes 3
o bien, 45=5%x9+0 o bien, 48=5x9+3
Esto es: Esto es:
45 es multiplo de 5 y divisible por 5 48 no es multiplo de 5 y no es divisible por 5

d. NUimeros primos y nimeros compuestos

Una manera de referirse a un nimero es mediante la relacidén con otros numeros, es de-
cir, si un numero es mayor, menor o igual (relacion de orden) que otro, si es antecesor o
sucesor, si es la suma de otros nimeros, o si es mutiplo o divisor de otro niUmero, entre
otras relaciones. Los numeros también pueden clasificarse en primos o compuestos, y son
Utiles para estudiar las relaciones de divisibilidad.

Una estrategia para representar e identificar a los nUmeros primos o compuestos es me-
diantelos arreglosrectangulares. En estetipo de arreglos, la cantidad de filas que selogren
organizar representara el nUmero divisor de la cantidad total de elementos. Por ejemplo, el
numero 10 puede representarse con cuatro tipos de arreglos rectangulares.

Imagen 2. Representacion del nimero 10 por medio de arreglos rectangulares

@
@
ls .
00000 @
88 00000 0000000000 -4
o0 o
@
5 filas de 2 2filasde 1fila de 10 columnas ) 10filasden
columnas columnas Q columna

Por tanto, 10 es un numero compuesto, ya que tiene como divisores al 5, el 2, el 1y el 10.
El nimero 5 solo tiene dos posibles arreglos rectangulares.

Imagen 3. Representacion del numero 5 mediante arreglos rectangulares

00000

5filasde
columna

1filade5
columnas

00000

Debido a ello, el nimero 5 se considera un nimero primo, dado que solo tiene como divi-
sores al nimero 1y a si mismo (5).
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e. Descomposicion en factores primos?

Todo numero entero compuesto se expresa de forma uUnica (principio de unicidad) como
producto de nimeros primos. Es decir, por un lado, todo nimero entero compuesto es re-
sultado de multiplicar dos 0 mas nimeros primosy, por otro lado, la manera de expresar di-
cha multiplicacidn es Unica para cada nUmero entero. Asi, al proceso que consiste en dividir
un nimero entero compuesto y expresarlo como producto de factores primos se 1o conoce
en matematicas como descomposicion factorial. Por ejemplo, el nUmero 344 se puede ex-
presar como el producto de los nimeros primos 2 y 43, como se muestra a continuacion.

344=2x172
344=2%x2 % 86
344=2%x2%x2%x 43

f. Divisor comin mayor

Se sabe que los divisores de un numero entero son los numeros que lo dividen de manera
exacta, esto es, que el residuo es igual a cero. Asi, el divisor comidn mayor expresa el maxi-
mo valor de una cantidad o magnitud que cabe una cantidad exacta de veces en otras. Por
ejemplo, 3 es el divisor comun mayor de los numeros 9, 12 y 15, ya que es el maximo valor
que cabe de forma exacta enlos tres nUmeros (3 veces en 9, 4 veces en 12y 5 veces en 15).

Tabla 6. Ejemplos de numeros divisores de 9,12y 15

Numero Divisores
9 1,3,9
12 1,2,3,4,6,12
15 1,3,515

Aungue el niumero 1también divide exactamente al 9, el 12y el 15, el maximo valor entre los divi-
sores comunes es el 3. Por ello, el divisor comun mayor es Util para resolver situaciones enlas que
se requiere determinar el maximo valor que divide de manera exacta a dos o mas cantidades.

g. Multiplicidad y proporcionalidad Zx1=3
. s . . . 3x2=6
La relacion de multiplicidad entre dos numeros o cantidades permite de- 3x3=9
terminar si existe proporcionalidad entre ellos. Por ejemplo, los nimeros 3 3 x4=12
y 6 mantienen una relacion de multiplicidad, puesto que 6 es el producto 3x5=15
de multiplicar el 3 por un factor proporcional 2. Asi, el multiplo de un nime- 3% 6-18
ro se obtiene de multiplicar dicho nimero por un nimero natural. 3 %7 =91
. . . . 3x8=24
Las tablas de multiplicar son un ejemplo de este tipo de relaciones de 3x9 =07
multiplicidad. Asi, para la tabla del 3, se genera la multiplicidad del 3 a
. - , . 3 x10 =30
partir de multiplicar por un numero natural como factor de proporciona-

lidad, generando los multiplos 3, 6, 9, 12, 15, etc. De esta manera, 1a multiplicidad es Util en
situaciones contextuales que requieren de estudiar una escala u organizar cantidades o
magnitudes que crezcan al duplicarlas, triplicarlas, etc.

3 Elconocimiento matematico que refiere a la descomposicidn en factores primos se conoce como teorema
fundamental de la aritmética. Sefiala que “cada entero n > 1 se puede representar como el producto de facto-
res primos de forma Unica, salvo el orden de los factores” (Apostol, 1980, p. 20).
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h. Multiplo comin menor

Se sabe que los multiplos de un numero entero son los nimeros que se obtienen al mul-
tiplicarlo por otro nUmero natural; por ende, el multiplo comidn menor sera el menor valor
de todos los multiplos comunes entre dos o mas cantidades. Por ejemplo, 36 es el multi-
plo comun menor delos nimeros 9,12y 18, ya que es el minimo valor coincidente de todos
los multiplos de las tres cantidades.

Tabla 7. Ejemplos de nimeros multiplos de 9,12y 18

Nuamero Multiplos
9 9,18, 27,36, 45,54, 63,72, ...
12 12, 24, 36, 48, 60, 72, 84, ...
18 18, 36, 54,72,90, 108, ...

Aunque el numero 72 también es multiplo comun al 9, el 12 y el 18, el minimo valor entre los
multiplos comunes es el 36. Asi, conviene destacar que el multiplo comidn menor es Util
para resolver situaciones enlas que se requiere identificar o seleccionar una coincidencia
proxima o menor entre varias medidas o cantidades dadas.

1.2.2. El sentido numérico v la dualidad de la matematica

Todo saber matematico es, a 1a vez, un objeto que se construye a partir de procesos o
ideas matematicas y, también, el mismo saber se emplea como proceso de construccion
de nuevos saberes. Asi, promover el sentido numérico y, en particular, el estudio de multi-
plosy divisores, estd acompanado de movilizar ambos aspectos de los saberes matemati-
cos, en tanto objeto y proceso.

De esta manera, un saber matematico central para trabajar con multiplos y divisores co-
rresponde a la multiplicacion. En su caracter de objeto de saber, 1a multiplicacidon se con-
ceptualiza como una relacion entre tres o mas cantidades para cuantificar una totalidad
(en términos de cantidades o magnitud) cuya unidad de referencia (dada o seleccionada)
se repite una cierta cantidad de veces. En Estudiar vy aprender en Cuarto se presentan
actividades que movilizan dicha conceptualizacién, por ejemplo:

Imagen 4. “;Cual es el calculo?”, Estudiar y aprender en Cuarto (GCABA, 2023c, p. 27)

2. Proponé tres calculos distintos con los que puedas averiguar cudntos lapices
hay en total en las siguientes imagenes.

A A A [} A i A i
'YY W 'YY Y 'YY WY 1Y W i
A A A
‘“ AH Am Am Au
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En esta actividad, la cantidad de lapices por cada vaso portalapices representa la unidad
de referencia y se requiere su repeticion por 5 veces, ya que son 5 los portalapices. Pro-
cedimentalmente, 1a multiplicacion es una operacién numérica para calcular y obtener el
producto de dos 0 mas nimeros o cantidades (factores). Algunas actividades que preten-
den atender el aspecto procedimental de la relaciéon multiplicativa movilizan estrategias
como la siguiente.

Imagen 5. “Multiplicar y dividir mentalmente”, Estudiar y aprender en Quinto (GCABA, 2023d, p. 42)

o)

\ PARA AYUDAR A RESOLVER -
[ o @ 3

Para completar ... x 3 = 96, écudntas veces repetimos el 3 para formar el 967
Podés pensar, por ejemplo: 30 x 3 =90, 2 x 3 = 6. Entonces, 32 x 3 = 96.

En conjunto, dicha dualidad de la multiplicacion puede expresarse como una estructura
simbdlica de la relacidn entre cantidades que permiten representar una situaciéon de cre-
cimiento o decrecimiento (agrupaciéon o reparto, por ejemplo).

Estructura de la multiplicacion: axb=c

En esta expresidn, 1os numeros a y b se conocen como factores de la multiplicacion, y el
numero ¢, como el producto de la muitiplicacion de los factores. Asi, actividades como 1a
senalada en la Imagen 6, permiten enfatizar 1o que representa cada uno de los factores 3y
5 en la situacidon de estudio. Uno de los factores representa la unidad de referencia (figu-
ritas por paquete) y el otro factor representa la cantidad de veces que se repite la unidad
(cantidad de paquetes).

Imagen 6. “Calculos con paquetes y figuritas”, Estudiary aprender en Tercero (GCABA, 2023b, p. 56)

(¥ Para TENER EN cUENTA [
AN

Recorda que en los problemas donde se suma muchas veces el mismo ndmero
se puede usar una multiplicacién para resolverlos. La multiplicaciéon se escribe con
el signo x.

Por ejemplo: la actividad 1 de la pagina anterior se puede resolver usando el
cdlculo 5 + 5 + 5. Esto se escribe 3 x 5 o también 5 x 3 y se lee “tres por cinco” o
“cinco por tres”.

3 x 5 — figuritas por paquete 5 x 3 —» cantidad de paquetes
l o también l
cantidad de paquetes figuritas por paquete

La estructura multiplicativa, entonces, puede representarse como 3 x 5 o0 bien 5 x 3, tal
como se senala enla actividad presentada en la Imagen 6, siempre y cuando se clarifique
cual representa la unidad de referencia y cual 1a cantidad de repeticiones, pues solo de
esta manera se concluye la equivalencia numérica con la que se esta trabajando en la si-
tuacion: 3x5=5x3=5+5+5,
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Lo anterior es de suma importancia ya que, si bien matematicamente hablando “el orden
delos factores no altera el producto”, 1alectura e interpretacion conceptual de una mul-
tiplicacion es distintaparaaxb=cyb xa =c, pues expresan las siguientes relaciones.

Formas de expresar 3 veces el 5:
3x5=5+b5+50bienbx3=5+5+5
Formas de expresar 5 veces el 3:
E3xb5=3+3+3+3+3,0bienb5x3=3+3+3+3+3

Asi, 1a estructura multiplicativa a x b = ¢ puede expresar “se adiciona a veces el nUmero
by se obtiene c”, o bien “se adiciona b veces el nUmero a y se obtiene ¢”, por 1o que son
formas distintas de expresar una unidad de referencia y 1a agrupacion de los elementos.
Para el estudio de la multiplicidad, en particular para significar el muiltiplo de un nimero
natural, en Estudiar y aprender en Séptimo se presenta como “el resultado de multiplicar
ese numero por cualquier nUmero natural”.

Imagen 7. “Usar la calculadora para investigar sobre multiplos y divisores” Estudiar y aprender en
Séptimo (GCABA, 2023f, p. 31)

QPARA REFLEXIONAR Y REVISAR -

@I

Un numero natural es multiplo de otro cuando es el resultado de multiplicar ese
numero por cualquier nimero natural.

Por ejemplo, todos los resultados de la tabla del 7 son multiplos de 7. Si se continla
la tabla mas alld de 7 x 10, esos resultados también son multiplos de 7.

Un ndmero natural es divisor de otro si, al dividir el segundo por el primero, el
resto da O. Si un niumero es multiplo de otro, el segundo es divisor del primero.

Por ejemplo, 6 x 40 = 240, entonces 6 y 40 son divisores de 240. También se dice
gue 240 es divisible por 6 y por 40. A su vez, 240 es multiplo de 6 y de 40.

Asi, 1a relacion a x b genera un multiplo de los factores ay b . Para poder generarlo, didac-
ticamente conviene identificar el factor a como el nUmero natural inicial del cual parte el
procedimiento, y el factor b como el nimero natural por el cual se multiplica para obtener
un multiplo del numero a.

1.2.3. Ensefanza y aprendizaje de la multiplicacion-
division y la multiplicidad-divisibilidad

La ensefanza y el aprendizaje de la multiplicacion requiere de una conceptualizacion en
conjunto con la divisidn a partir del estudio de 1a estructura que las constituye: c = a x b.

La unidad de referencia expresada en a se repite una cantidad b de vecesy se obtiene c. Al
mismo tiempo, dicha estructura expresa una division ya que “a cabe exactamente b veces
en el numero ¢”, lo que es equivalente a la estructura siguiente: c/a = b.
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Lo anterior es equivalente alo que se expresa curricularmente con los términos asociados
al algoritmo de la division, donde lo que se requiere es determinar cuantas veces cabe el
divisor en el dividendo.

Imagen 8. Estudiar y aprender en Séptimo (GCABA, 2023f, p. 29) y Actualizacién Curricular. 7.° gra-
do. Documento de Trabajo (2001, p. 75)

QPARA recoroar [N QPARA ReFLExIONAR Y REVisar [
A A

En toda cuenta de dividir, se cumple la siguiente relacion:

Dividend » 126|5 ¢ Divisor
26 25 ¢—————— Cociente

Resto ———— 1
/

Dividendo = divisor x cociente + resto.

Ademas, el resto debe ser menor que el divisor.

De esta manera, es importante hacer notar que, en contextos donde se emplea el algo-
ritmo de la division, el orden de las estructuras ¢ x d o d x ¢ son distintas, ya que, aunque
numeéricamente son iguales, 1os factores c y d expresan al cociente y al divisor, 10s cuales
adqguieren sentido como cantidad de veces que se repite (cociente) la unidad de referen-
cia (divisor). Es decir, en la estructura multiplicativa de la division siempre se representara
la adicion del niumero d (divisor) una cantidad c (cociente) de veces y nunca al revés,
pues carece de sentido.

De 1la misma forma, la multiplicidad y la divisibilidad en tanto relaciones entre cantida-
des conviene que se conceptualicen en conjunto como parte de una misma estructura:
c=axb+n,donden=0.

La divisibilidad es Util para situaciones en las que se requiere determinar cuantas veces
cabe una cantidad en otra. Asi, podemos relacionar los nimeros 48, 5y 9 de la manera
siguiente: 48 =5 x 9 + 3. Esto expresa, por ejemplo, que el nimero 5 cabe 9 veces en el 48,
pero no de forma exacta, pues sobran 3, porlo que no existe una relacion de divisibilidad
entre estos tres nimeros. Sin embargo, para los numeros 45,9y 5, sila hay, ya que se pue-
de verificar que el nUmero 5 cabe exactamente 9 veces en el niUmero 45, pues 45=5x9 + 0.
Asi, se puede afirmar que el niUmero 45 es divisible por 5.

Al mismo tiempo, la relacidon anterior se puede interpretar como “el nimero 5 se adiciona
9 veces y se obtiene el 45” esto es, 45 es multiplo del nimero 5y también del nimero 9,
pues la relacion de multiplicidad expresa como las cantidades se obtienen al multiplicar
un nuimero por otro nimero natural.
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1.2.4. El uso del signo igual

El estudio de los multiplos y divisores requiere de la interpretacion, representaciéon y modi-
ficacion de las escrituras de dichas relaciones en otras mas convenientes. Reconocer que
todo nimero puede expresarse como la composicidn de multiplicaciones (factores) permi-
te analizar las distintas formas equivalentes de expresar dicho nimero mediante multiplica-
ciones. Asi, el uso del signo de igualdad (=) a veces expresa la resolucién de una operacién o
relacion entre cantidades, pero otras veces expresa una equivalencia de expresiones.

Tabla 8. Ejemplos del uso del signo igual

Uso del signo = como operador Uso del signo = como equivalencia de expresiones

12x15=180 12x15=4x3x5x%x3

Movilizar el pensamiento numeérico requiere de la interpretacidon y expresion (escritura)
delasrelaciones numéricas, asi como del analisis de las estrategias procedimentales para
operary del establecimiento de diversas relaciones numéricas equivalentes que dan sen-
tido ala descomposicion en factores compuestos o primos. Por ejemplo, durante el tran-
sito de la educacion primaria a 1a secundaria se requerira descontextualizar 1as relaciones
multiplicativas para ingresar a problemas de reescritura o descomposicion que son fun-
cionales para el uso de los criterios de divisibilidad; por ejemplo, al solicitar expresar €l
numero 12 como producto entre dos nUmeros naturales donde uno sea el 5, isera posible
representar al 12 con un factor 57

1.2.5. Criterios de divisibilidad entre numeros

Los criterios de divisibilidad expresan las condiciones numéricas minimas necesarias que
permiten analizar 1a descomposicion de un nimero en términos de las propiedades de las
cifras que lo componeny sirven para determinar si un nimero es divisible por otro o no sin
efectuar la division entre ellos.

El estudio delos criterios de divisibilidad, contrariamente ala memorizacién delaregla, se
propone mediante el analisis de arreglos numeéricos que expresan las estructuras basicas
2n, 3n, 5n, por ejemplo.

a. Criterio de divisibilidad por 2

Siempre que se considere una estructura 2n, con n en los naturales distinto a cero, se
correspondera a un numero multiplo de 2. Asi, 4 =2 x 2; 20 =2 x 10; 150 = 2 x 75 expresan
numeros pares, multiplos de 2 y por lo tanto divisibles por 2. De esta manera se puede
analizar la estructura de todo numero entero mediante el analisis de un arreglo numérico
por notacion desarrollada respecto al sistema decimal como sigue:

325=3x102+2x10"+5x%x10%0 bien, 325=3x100+2x10+ 5 x 1]

Alser 10,100y 1.000 numeros multiplos de 2, el criterio para determinarla divisibilidad de
325 entre 2 recae en la cifra de las unidades, en este caso el 5. Asi, 320 sera divisible por
2, pero al no poder asegurar que 5 se reescribe con la estructura 2n, entonces 325 no sera
divisible por 2. En conclusion, para que un nimero entero sea divisible por 2, basta con
que la cifra de las unidades sea multiplo de 2.
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b. Criterio de divisibilidad por 3
De manera similar se puede analizar el criterio de divisibilidad por 3 con la estructura 3n.

585=5x100+8x%x10+5x1
Pero100=99+1y 10 =9 +1, entonces,
585=5x99+5%x1+8x9+8x1+5x]

Asi, 999,99y 9 son numeros multiplos de 3y cumplen con la estructura 3n, porlo tanto, el
analisis de la divisibilidad recaera en las cifras 5, 8 y 5. Por eso, un numero es divisible por
3 sila suma de sus cifras es un multiplo de tres, como se cumple en el caso del 585.

De manera analoga, con el empleo de los arreglos numéricos y el conocimiento de las
estructuras de los multiplos, se recomienda tratar didacticamente la construccién de los
criterios de divisibilidad.

1.2.6. De los numeros naturales a los enteros

En segundo ano de secundaria se retoma el estudio de los multiplos y divisores integran-
dolos numeros enteros en el analisis de la relacion entre la multiplicidad y 1a divisibilidad.
Por ello es conveniente senalar una reflexién sobre el significado de los signos +y - para el
trabajo operativo e interpretativo en la aritmeética.

Los signos de mas (+) y de menos (-) representan indicadores de operatividad, es decir,
indican operaciones de sumar o restar, respectivamente. Sin embargo, también indicanla
representacion de un nimero positivo o negativo.

Imagen 9. Representacidon de los nUmeros enteros en la recta numérica

-9 -8 -7-6-5-4-3-2-1 0 +1 +2 +3 +4 +5 +6+7 +8 +9

NuUmeros enteros negativos Numeros enteros positivos

Asi, el uso de los numeros positivos y negativos, en conjunto con el nimero cero como
punto de referencia, ayudan para representar situaciones con cualidades opuestas res-
pecto a una referencia (por 1o general es el papel del numero O, pero no en todos los ca-
s0s), por ejemplo, ganar-perder, bueno-malo, bajo-alto, frio-caliente, etc. Por ejemplo,
antelafrase “La Ciudad Autonoma de Buenos Aires se encuentra a 25 metros sobre el nivel
del mar” 1a situaciéon puede representarse con ayuda del nimero entero 25y la unidad de
medida en metros: 25 m. Y ante la frase “Mexicali, en Baja California, México, se encuentra
a 2 metros bajo el nivel del mar”, l1a situacidon puede representarse con ayuda del nimero
-2 y la unidad de referencia respectiva: -2 m. En estos casos, el punto de referencia para
expresarlos 2 m o -2 m es el nivel del mar.
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1.3. Problematizacion de la matematica escolar

Este apartado presenta las ideas fuerza que se proponen movilizar de manera transversal
en el sistema educativo para desarrollar el contenido de multiplos y divisores. Sobre 1a
base de lo que se presentd en los apartados anteriores, 1a ubicacién curricular y 1a con-
textualizacion disciplinar, se proponen las nociones matematicas que se consideran de
relevancia para trabajar durante la articulacion escolar.

1. El pensamiento numérico establece relaciones numéricas mediante el estudio de las
cantidades, sus representaciones diversas y la forma de operarlas mediante el estableci-
miento de una estructura que 1o permita. En el caso de multiplos y divisores, 1a estructura
que expresa las relaciones y operaciones respectivas se representa de la manera siguiente:

c=axpb+n,donden=0

El estudio de este tipo de relaciones permite que podamos realizar actividades basicas
como ordenar, agrupar, contar y repartir de manera mas conveniente a partir de estructu-
ras aritméticas multiplicativas (multiplicacion, divisidn) y aditivas (adicidn, sustraccion).

2. Algunas formas de promover el sentido numérico son mediante:
a. Reconocer patrones de comportamiento de las cantidades y asociarlos a sus repre-
sentaciones numeéricas y/o geométricas, por ejemplo, al trabajar con el multiplo comun
menor, ya que, al analizar, por ejemplo, los multiplos comunes del 3y el 5, se puede iden-
tificar el siguiente patrén de comportamiento:

3:3,6,9,12,15,18, 21, 24, 27, 30, 33, 36, 39, 42, 45, 48, 51, 54, 57, 60
5:5,10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50, 55, 60, 65, 70, 75, 80, 85, 90, 95

A partir de este patron se plantea que cada 3 veces el 5 se obtiene un multiplode 3 y
también cada 5 veces el 3 se obtiene un miultiplo de 5 o que cabe un nimero exacto
deveces en5, porende, los multiplos comunes entre 3y 5 coincidiran cada 15 numeros
(15, 30, 45, 60, 75, 90, ...).

b. Representar las relaciones numeéricas generales y expresarlas a través de estructuras
aritméticas (aditivas o multiplicativas). Una representacion del multiplo comuin menor
(mcm) en la recta numérica favorece la observacién del intervalo de repeticion de los
multiplos comunes del 3y el 5 (cada 15 nimeros).

Imagen 10. Representacién de los multiplos de 3y 5

Multiplos de 3
3 —» 6 —» 9 —>» 12— 15— 18

| | | | | | | | | | | | | | | | | | | | |
! l ! ! ! ! ! ! ! ! !
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 M 12 13 14 15 16 17 18 19 20

5 » 10 » 15 »20
Multiplos de 5

c. El uso razonado de las operaciones aritméticas (algoritmos con sentido), por ejemplo,
al emplear la estrategia de identificacion de un “niimero seguro o conocido” como punto

de partida para analizar la multiplicidad.
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En el caso de que se requiera determinar si 620 es multiplo de 3, se puede recurrir ala
relacion 3 x 100 = 300 como punto de partida para analizar la multiplicidad de 1a ma-
nera siguiente: 3 x 200=600y 3 x 7 =21. Asique 3 x 207 = 621y con ello concluir que
620 no es multiplo de 3.

Otro ejemplo se puede observar en el procedimiento para calcular una multiplicacion
como la que sigue:

12x15=4x3x5x%x3

12x15=4x5%x3x%x3
12x15=20x9
12 x15=180

En este caso, la descomposicion en factores y su reagrupacion en multiplicaciones co-
nocidas, asi como el uso de las propiedades asociativas y conmutativas de los nime-
ros, permiten argumentar el calculo correcto de dicha multiplicacion.

3. Promover distintas situaciones en las que se utilizan las relaciones multiplicativas: si-
tuaciones de agrupaciony repeticion, o bien de distribuciéon y reparto.

4. Promover la dualidad de significado del signo igual (=) como operador para expresar
un resultado y para expresar equivalencia entre expresiones numéricas (ver Tabla 8).

5. Interpretacion de la relacion multiplicativa. En la expresion de equivalencia siguiente:
c=axb,obienc=axb+0

cuando se expresa que “se adiciona b veces el nimero a y se obtiene c¢”, el nimero a
representala unidad de referencia que se repetira b veces. Pero en el caso de que se in-
terprete como “se adiciona a veces el nimero b y se obtiene ¢” 1a unidad de referencia
sera by esta se repetird un nimero a de veces. En cualquier caso, al leer o interpretar 1a
relacion multiplicativa conviene destacar qué factor representala unidad de referencia
y cudl, la cantidad de veces que se adiciona.

6. Interpretacién de la relacidon de divisibilidad. Por ejemplo, 1a expresionc=a x b + 0
también puede interpretarse como sigue: “el nimero a cabe exactamente b veces en el
numero c”. Por 1o tanto, se puede afirmar que el nimero ¢ es divisible por a.

7. Interpretacion de los criterios de divisibilidad mediante el uso de los arreglos numéri-
cosy la notacién desarrollada en el sistema decimal (ver apartado 1.2.5).

8. Promover diversas interpretaciones de 1a nocién de mduitiplo de un nimero.
a. Un numero es multiplo del nimero n si se obtiene sumando una cantidad de veces n.
b. Un numero es multiplo del nimero n si se puede escribir como una multiplicacion
por n.
c. Siempre que se multiplica un nimero por otro, el resultado es un multiplo de cada
uno de esos dos nUmeros.
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d. Un nimero natural a es multiplo de un nimero natural b cuando a puede expresar-
se como el producto de b por otro nUmero c.

Determinar el multiplo comun menor de un conjunto de nimeros naturales sera util
para situaciones que requieren de la identificacion de una coincidencia, ya que nos
aporta el menor valor de todos los multiplos comunes.

9. Promover multiples interpretaciones de la nocién de divisor de un nimero.
a. Un numero es divisor del nUmero n si al dividir n por este nimero se obtiene como
resto O.
b. Un nimero es divisor de n si se puede encontrar otro nimero m que, multiplicado
por el divisor, da como resultado n.
c. Siun numero es resultado de la multiplicacion de dos factores, cada uno de estos
factores es un divisor del nUmero dado.

El divisor comuin mayor de un conjunto de nimeros naturales nos ayuda en situaciones
que requieren el mayor valor o medida que cabe una cantidad exacta de veces en otros
valores o medidas, ya que determina el mayor de los nimeros divisores que dos 0 mas
numeros tienen en comun.

1.4. ¢COomo operativizar las ideas fuerza?

Sobrela base delos materiales Estudiary aprender para primaria, Estudiary aprender para
secundaria, las secuencias didacticas de primaria, las secuencias didacticas de secunda-
ria y 1o abordado en los apartados anteriores sobre la ubicacién curricular y la contextua-
lizacion disciplinar, proponemos una manera de operativizar las ideas fuerza presentadas
en el apartado anterior sobre la problematizacion de 1a matematica escolar.

EiEE  EEE
=B

[=]

Estudiary aprender para Estudiary aprender para Secuencias didacticas de Secuencias didacticas de
primaria secundaria primaria secundaria
https://bit.ly/3SEMZwO https://bit.ly/49KhKgf https://bit.ly/3T6Ku7e https://bit.ly/4bNIHPS

El acercamiento para la tarea relativa a multiplos y divisores que se propone para el tran-
sito del segundo ciclo del nivel primario al ciclo basico del nivel secundario puede sinte-
tizarse en los siguientes objetivos por ano escolar.
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Imagen 11. Propuesta de objetivos por afo escolar para el transito de multiplos y divisores
6.0 7.0 1!0 2!0

Emplear la relacion

Anadlisis de Analisis de ool Simbolizar
procedimientos las relaciones mu.ltllplh'cacwn- las relaciones
para identificar mltiplos-divisores . d“‘".s'on para multiplos-divisores y

multiplos y divisores y multiplicacion- UEB Al EL L ?rden multiplicacién-divisidon
comunes entre dos division al modificar FEIEE op.?_racwnes para generalizar en los
0 mas nimeros. las escrituras L) icar I?s numeros naturalesy
iniciales en otras mas R "“?'a]es ampliar su estudio alos
convenientes. en otra's mas nimeros enteros.
convenientes.

3.°grado
Objetivo: conceptualizacidn y analisis de la multiplicacion y de la relacion de multiplicidad.

Se plantea un acercamiento ala conceptualizacion de la multiplicacién a travées de la suma
iterada por medio de cuestionamientos enlos que se solicita identificar cuantas veces hay
que adicionar un mismo nUmero para obtener un resultado especifico. También se favo-
rece el agrupamiento de una cierta cantidad de elementos con la finalidad de considerar
dicho agrupamiento como una unidad de referencia que se repite cierta cantidad de ve-
ces (GCABA, 2023b, p. 54).

Sumar muchas veces lo mismo

1. Resolvs las siquientes sumas de numeros iguaes.
5454545 I5e5esT | 2420202020202425
7470707072 8e846e8=

PARA CONVERSAR ENTRE TODOS Y TODAS
éEncontraron alguna manera répida fos?

3 nosta logar al

P — 100220420+

40-8+8+ 02104108

2. Cusntas veces hay aue sumar ol 4 pera llegar al 167

béCuntas veceshay e sumar ol 3 para egor 157 “Sumar muchas veces lo mismo”,
Estudiary aprender en Tercero
(GCABA, 2023b, p. 54)
https://bit.ly/43551pH

. &Cusntas veces hay aue sumar el 6 para llagar al 307

el o =

La actividad de agrupar o repetirlos mismos elementos cierta cantidad de veces se sinte-
tiza por medio de la tabla pitagdrica, que muestra las relaciones de multiplicidad entre 1os
numeros del 1al 10 a partir de su organizacion en filas y columnas (GCABA, 2023b, p. 65).
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Una tabla con multiplicaciones

[m] 3k =]
[=]%iFa \\

“Una tabla con multiplicaciones”,
Estudiary aprender en Tercero
(GCABA, 2023b, p. 65)
https://bit.ly/3ONFvWn

Se cierra tercer grado con el abordaje de la multiplicacidn, analizando su forma operativa.
Se propone una estrategia para multiplicar nUmeros que estan fuera de 1a tabla pitagorica
al descomponer en sumas uno de los factores, multiplicar cada parte por el segundo fac-
tory, después, sumar los resultados (GCABA, 2023b, p. 74).

La cuenta de multiplicar

1. Resolvs astos calculos. Eseribf o5 pasos qua realizés para resolverlos.
EPES 4= Bxs=

“La cuenta de multiplicar”, Estudiar
yaprender en Tercero (GCABA,
2023b, p. 74)
https://bit.ly/3ORVymk

4.° grado
Objetivo: conceptualizacidon y analisis de la division y de la relacidon de divisibilidad.

Se inicia retomando las relaciones multiplicativas entre dos nimeros naturales al abordar
problemas de agrupacioén y reparticion con el fin de emplearlas para dividir mediante si-
tuaciones de repartoy el empleo de la tabla pitagdrica. Se puede observar en las paginas
de Estudiar y aprender en Cuarto (GCABA, 2023c, pp. 47 y 48) que la propuesta de solu-
cion parte de proponer una multiplicacion, es decir, “squé nimero multiplicado por 8 da
como resultado 56?” y “4qué numero multiplicado por 6 da como resultado 54?” lo que
también podria pensarse como: sde qué nimeros son multiplos 56 y 54? Para ambos ca-
sos se podria plantear como: 8 x .................. =50y B X . i, =54,
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Repartir y armar grupos u. itago

L

“Repartiry armar grupos”y “Usar
la tabla pitagérica para dividir?,
Estudiar y aprender en Cuarto
(GCABA, 2023c, pp. 47y 48)
https://bit.ly/4bPnpNC

el Bl el o =

Con el planteamiento anterior, conviene que se retome la tabla pitagdrica para determi-
nar el multiplo o bien el nimero que, multiplicado por otro, dé el resultado esperado, con
el fin de introducir la relacidon entre la multiplicacion y 1a division, 1o cual permite pensar
soluciones como:

8 x7=56,entonces56:8=7
6 x9 =54, entonces 54:6=9

5.°grado
Objetivo: analisis de las relaciones multiplicacion-divisiéon y multiplo-divisor.

Se trabaja en la consolidacidon de las relaciones entre la multiplicacién y 1a division, asi
como entre multiplo vy divisor, con la finalidad de profundizar en la relacion en la que el
dividendo se reescribe como el producto del divisor por el cociente y se adiciona el resto,
mediante actividades en las que hay que identificar un niUmero tal que, al multiplicarlo por
otro, se obtenga un resultado determinado.

La actividad de Estudiary aprenderen Quinto (GCABA, 2023d, pp. 40y 41) solicita que se com-
pleten tablas en las que se requiere analizar 10s elementos que se proporcionan para identi-
ficar los faltantes. Por ejemplo, en el apartado “Un poco mas dificil” (p. 41), en la segunda fila
delatabla, se retoman los valores del divisor, cociente y resto para determinar el dividendo:

D=dxc+r
D=12x15+4
D =184

Relaciones entre la multiplicacién y la divisién 4.Ente todos  todas, an

oo | T | = “Relaciones entre la multiplicacion
- yla divisién® Estudiar y aprender en
Quinto (GCABA, 2023d, pp. 40y 41)
https://bit.ly/48k8Teb

el o on Bon smlles B
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O bien se analiza la relacion planteada en la Ultima fila de la tabla para determinar el resto:

325=4x%x81+r
325=324 +r

Dado que al multiplicar el divisor por el cociente no se obtiene el mismo resultado que el
dividendo, significa que 4 no es divisor exacto de 325y, por 1o tanto, la cantidad que hace
falta para completar el dividendo, que en este caso es 1, es el resto en la division.

Se concluye quinto grado mediante el analisis de resultados de una multiplicacion o division
con el objetivo de identificar los resultados de otras multiplicaciones y otras divisiones. Por
ejemplo, para calcular el producto de los factores 5y 19 se puede utilizar el producto conocido
de 5x20 =100 para el siguiente analisis:

5x20=100
100-5=95

Lo que seria equivalente a:
5x19=95

6.° grado

Objetivo: andlisis de procedimientos para identificar multiplos y divisores comunes entre
dos 0 mas numeros.

Se inicia consolidando las ideas abordadas a 1o largo de los grados previos, tales como
las propiedades y el funcionamiento de la multiplicacién y la divisién, y la relacidon entre
multiplicacion y division como antecesora a multiplos y divisores.

En particular, se parte de considerar ciertos datos como:
a. Los multiplos de un nUmero son los numeros que se obtienen de multiplicarlo por un
numero natural; por lo tanto, tendra infinitos multiplos.
b. Los divisores de un nimero entero son aquellos nimeros que lo dividen de manera exacta,
es decir, que el residuo de la division es cero; por 1o tanto, tendra una cantidad limitada de
divisores.
c. Siun numero es multiplo de otro, entonces el seqgundo es divisor del primero (GCABA,
2023e, pp. 41-43).

—— il a ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, e FMq
Multiplos y divisores s. 9.

“MUltiplos vy divisores”, Estudiar
vy aprender en Sexto (GCABA,
2023¢, pp. 41-43)
https://bit.ly/490k9aC
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Posteriormente, se fomenta la identificacidn de multiplos comunes mediante situacio-
nes que requieren considerar un mismo reparto equitativo para dos cantidades distintas,
prestando atencidn a que, sin importar la cantidad seleccionada, se requiere asegurar el
hecho de que no sobre nada.

Imagen 12. “Multiplos comunes” Estudiary aprender en Sexto (GCABA, 2023e, p. 45)

Multiplos comunes

1. Para una reunion entre amigos/as, Mateo prepard una tarta. Quiere dejar las
porciones cortadas con anticipacion y repartir, mas tarde, la misma cantidad
entre todos/as los/as que estén.

a. ¢En cuantas porciones deberia cortar la tarta Mateo,
si no sabe aun si vendran 4 o 6 amigos/as?

o)

\ PARA AYUDAR A RESOLVER -
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Como se trata de dar a todos/as los/as invitados/as la misma cantidad de
porciones, hay gue buscar un niUmero de porciones que pueda servir tanto si van 4
como si van 6 personas. Puede pensarse asi:

4% = Total de porciones y 6 X ... = Total de porciones

Con este ejemplo de la actividad 1de “Multiplos comunes” (ver Imagen 12) se puede reto-
mar la estrategia utilizada en el punto 2 del apartado “1.3. Problematizacion de la matema-
tica escolar” del presente documento:

4:4,8,12,16, 20, 24, 28, 32, 36, 40, 44, 48, 52, 56, 60
6: 6,12, 18, 24, 30, 36, 42, 48, 54, 60

A partir de lo planteado, se puede establecer que cada 2 veces el 6 se obtiene un multiplo de
4, asi como que cada 3 veces el 4 se obtiene un multiplo de 6, por 1o que se puede concluir
que los multiplos comunes entre 4y 6 coincidiran cada 12 nimeros (12, 24, 36, 48, 60, ...).

De igual forma, el reconocimiento de que dos 0 mas numeros pueden tener una gran va-
riedad de multiplos en comun, como se muestra en la Imagen 13, se puede trabajar con
apoyo del problema 5 del cuadernillo Divisibilidad: multiplos y divisores. Sexto grado
(GCABA, 2019b, p. 15). En este caso, el problema plantea que Dana cuenta de 3 en 3y Mar-
tin, de 5en 5, y pide encontrarlos nimeros en los que ambos coinciden, para luego incluir
a Joaco, que cuenta de 6 en 6, y considerar una vez mas los nimeros en los que los tres
coinciden, siendo la propuesta de solucién como la planteada anteriormente.

3:3,6,9,12,15,18, 21, 24, 27, 30, 33, 36, 39, 42, 45, 48, 51, 54, 57,60
5:5,10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50, 55, 60, 65, 70, 75, 80, 85, 90, 95
6:6,12,18, 24, 30, 30, 42, 48, 54, 60

Con lo anterior, se contempla que los multiplos comunes en los que coincidiran 3, 5y 6
seran cada 30 numeros.
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Imagen 13. “Problema 5, Divisibilidad: multiplos y divisores. Sexto grado (GCABA, 2019b, p. 15)

Problema 5

a. Dana cuenta de 3 en 3; Martin cuenta de 5 en s. Escriban tres nimeros en los que coinci-
dan. ;Hay otros posibles? ;Cuantos?

b. Luego se agrega Joaco contando de 6 en 6. Escriban tres nimeros en los que coincidan los
tres. Expliquen como llegaron a las respuestas.

En este cuadernillo, se continlia con el reconocimiento de que dos o mas nimeros pueden
tener una gran variedad de multiplos para posteriormente dar paso a la identificacidon del
multiplo comun menor, esto es, reconocer el menor valor numérico de los multiplos co-
munes entre dos o mas numeros.

Lo anterior se trabaja mediante actividades en las que se plantea un analisis a partir de la
comparacion, a través de cuestionamientos como icuantos merenguitos puede ser que
tenga Violeta en el paquete?, ;hay una sola respuesta posible?, scual es la minima can-
tidad de merenguitos que puede tener?, o bien sdentro de cuantos dias sera el proximo
encuentro?, de tal modo que, para dar respuesta al problema 6 (ver Imagen 14) se deberan
considerar, en primera instancia, todos los posibles multiplos para 5y 7, para posterior-
mente identificar los multiplos comunes 35, 70, 105, etc.

5: 5,10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50, 55, 60, 65, 70, 75, 80, 85, 90, 95, 100, 105
7:7,14, 21,28, 35, 42, 49, 56, 63, 70, 77, 84, 91, 98, 105, 112

Del mismo modo, para responder el inciso b, sera necesario determinar los multiplos en-
tre el 4y 6, pero con la condicionante de identificar cual seria la minima cantidad de me-
renguitos que Pablo podria tenery repartir en bolsitas sin que sobre ninguna.

4:4,8,12,16, 20, 24, 28, 32, 36, 40, 44, 48, 52, 56, 60
6:6,12,18, 24, 30, 36, 42, 48, 54, 60

Imagen 14. “Problema 6%, Divisibilidad: multiplos y divisores, Sexto grado (GCABA, 2019b, p. 15)

Problema 6

a. Violeta tiene un paquete de merenguitos. Los quiere repartir en bolsitas de manera que
todos tengan la misma cantidad. Si pone 5 merenguitos, no le sobra ninguno. Si pone 7,
tampoco.

¢ ,Cuantos merenguitos puede ser que tenga Violeta en el paquete?

* ;Hay una sola respuesta posible? Expliquen como se dieron cuenta.

b. Pablo también tiene merenguitos para armar bolsitas que tengan la misma cantidad. Si
pone 4, no sobra ninguno. Si pone 6, tampoco.

¢ ,Cuantos merenguitos puede ser que tenga Pablo?

¢ ,Cual es la minima cantidad de merenguitos que puede tener?

Lo anterior también se refuerza en Estudiar y aprender en Sexto, como se muestra a con-
tinuacion.
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Imagen 15. “MuUltiplo comun menor” Estudiary aprender en Sexto (GCABA, 2023¢, p. 50)

Multiplo comun menor

1. Bautista va a la verduleria cada 4 dias y su amiga Paula va cada 6 dias a la mis-
ma hora que él. Si hoy se encontraron, édentro de cudntos dias sera el préoximo
encuentro? Anotd en el recuadro todo lo que necesites para respondet.

También se trabaja con divisores comunes y divisor comun mayor, partiendo del analisis
de que dos 0 mas niumeros pueden ser divididos de manera exacta, es decir, sin que haya
resto, por un mismo numero. Para ello, se requiere del empleo de preguntas que permitan,
en primera instancia, analizar las distintas posibilidades de dividir cierta cantidad sin que
sobre nada, y en segunda instancia, preguntas enlas que, una vez que se determinaronlos
posibles divisores, se requiera identificar el nimero mas grande con el que se pueda divi-
dir de manera exacta a todas las cantidades (GCABA, 2023e, p. 53).

"y [ q

Divisores comunes y divisor comin mayor

“Divisores comunes y divisor
comun mayor”, Estudiary aprender
en Sexto (GCABA, 2023g, p. 53)
https://bit.ly/3T8ysdy

m  mlles BH
Con la finalidad de determinar a todos los divisores de un nimero, se puede optar por la

descomposicidn, como se plantea en el apartado “Para ayudar a resolver”.

Imagen 16. “Multiplicaciones «dentro» de un nimero”, Estudiar y aprender en Sexto (GCABA, 2023¢, p. 56)

Multiplicaciones “dentro” de un numero

1. En la calculadora de Mariano funcionan
Unicamente las teclas: a a n e a C:PARA RECORDAR -
iCudles de los siguientes productos po- AN
drian averiguarse con esa calculadora y Producto es el resultado de
cudles no? Para los que si, anotd con qué una multiplicacion.
calculos lo harias. Para los que no se puede,
explicd por qué.

(o)
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Se trata de buscar si es posible “armar” estos calculos con multiplicaciones por
2 y por 5. Por ejemplo, si hubiera que hacer 16 x 40, es posible pensar el 16 como
4x4=2%x2x2x2.Yeld40,como8x5=2x2x2x5,

Entonces, ese producto se podria averiguar haciendo:

|2X2X2X2|T2X2X2X5|

I I
16 X 40

En cambio, 16 x 15 no se puede, porque no hay modo de
“armar” el 15 usando solo multiplicaciones por 2 o por 5.

o MDDD capitulo 1 Mltiplos y divisores
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Usando como ejemplo el problema 1 de “Divisores comunes y divisor comUn mayor”
(GCABA, 2023e, p. 53), una posible solucion podria iniciar con la descomposicion del nu-
mero en factores que den como resultado €l mismo, retcomando laidea de que los factores
de una multiplicacion son divisores exactos. Por ejemplo:

40=20x2 24=12x%x2
40=10x4 O bien, 24=6x4
40=10x2x2 24 =3x2x2x2
40=5x%x2x2x2 24 =3x8
40=5x%x8

Una vez identificados todos los divisores, considerando al 1y al mismo nimero, se puede
ubicar también el divisor comUn mayor, como el divisor con el valor mas grande en el que
los dos numeros coinciden.

40:1,2,4,5,8,10, 20, 40 24:1,2,4,6,8,12, 24

Finalmente, se espera que las y 10s estudiantes sean capaces de inferir y emplear las rela-
ciones operativas alrededor de los criterios de divisibilidad con la finalidad de identificar
de manera mas agil si un numero podra ser dividido por otro sin recurrir a la descomposi-
cién en factores, por ejemplo, en el caso del criterio de divisibilidad de la tabla de multi-
plicar del 9 (GCABA, 2023e, p. 62), que podria abordarse desde:

1.Un numero sera divisible entre 9 sila suma de sus digitos es igual a 9 o multiplo de 9.
2. Dado que 9 = 3 x 3, se puede afirmar que cada tercer multiplo en la tabla del 3 sera di-
visible entre 9.

de divisibilidad por 3y por 9

“Criterios de divisibilidad por 3
y por 9% Estudiary aprender en
Sexto (GCABA, 2023¢, p. 62)
https://bit.ly/3SWKAIA

el o =

7.° grado

Objetivo: andlisis de las relaciones multiplos-divisores y multiplicacion-division al modi-
ficar las escrituras iniciales en otras mas convenientes.

Se inicia 7.° grado con el analisis de multiplos y divisores en su forma operativa para es-
tudiar la descomposicién multiplicativa de un nUmero de manera que se reescriban las
operaciones en otras mas convenientes, con el objetivo de anticipar si un nimero podra
ser multiplo o divisor de otro.

Q
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En particular, se trabaja en la exploracion e identificacion de diversas posibilidades para
el desarrollo de una operacion a partir del cuestionamiento de la posibilidad de realizar
ciertos calculos usando multiplicaciones con numeros especificos. Por ejemplo, en el
problema 3 del cuadernillo Divisibilidad. De las operaciones a la construccion de anti-
cipaciones. Séptimo grado (Imagen 17), se pide identificar si es posible determinar mas
de una forma distinta de llevar a cabo el calculo de la multiplicaciéon 24 x 12 a partir de la
condicion de que en la calculadora solo pueden usarse numeros de una sola cifra para
cada factor, siendo asi que se puede obtener:

24 x 12
24=6x4,0bien24=3x8
12=3x4,0bien12=2x%x6

Imagen 17. “Problema 3”, Divisibilidad: de las operaciones a la construccion de anticipaciones. Sép-
timo grado (GCABA, 20183, p. 13)

Problema 3

Si ahora en la calculadora solo pueden usarse nimeros de una cifra para cada factor, de-
cidan como podrian resolverse las siguientes multiplicaciones. Ademas, identifiquen si es
posible encontrar mas de una multiplicacion diferente para cada una de las propuestas.

24 x12 72 x48 144 x 24 27 x15

Imagen 18. “MUltiplos y divisores en calculos”, Estudiary aprender en Séptimo (GCABA, 2023f, p. 34)

3. éCudles de los siguientes calculos pueden realizarse usando solo multiplicacio-
nes por 3, solo multiplicaciones por 2 o multiplicaciones solo por 3 y por 2?

a.24x18 d.32x 54
b. 81x27 e. 60 x 22
c.14x21 f. 32x64

Conlo anterior, se puede enfatizar que a partir del andlisis de descomponer un calculo en
factores mas convenientes se permite:

1. Determinar otras multiplicaciones que den el mismo resultado:

24 x12=3x8x2x%x6
=18x16

2. ldentificar divisores del resultado de 1a operacion sin hacer ninguna cuenta:
3x8x2x6=288, entonces 3, 8, 2y 6 son divisores de 288
Lo anterior permite que se analice 1a relacion multiplo-divisor, asi como la relacion mul-
tiplicacion-division, al ir generando equivalencias entre las distintas combinaciones de

operaciones que dan como resultado el mismo nimero.

Posteriormente, mediante cuestionamientos como ;es posible determinar, para cada nu-
mero, mas de una descomposicidn en factores primos?, se pretende enfatizar:
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= El reconocimiento de que todo nimero compuesto puede pensarse por “multiplicacio-
nes” de:
- Factores con nimeros compuestos y primos. Ejemplo: 45 =9 x 5,
- Factores con numeros primos. En este caso, la descomposicion es Unica. Ejemplo:
45=3x3 x5,
« La identificacion del desarrollo de operaciones multiplicativas con la estrategia de 1a
descomposicidn. Asi, para obtener el mismo resultado de una multiplicacidn se requiere
tener los mismos factores primos en la descomposicion. Ejemplo:

12x15=4x3x5x%x3
=4x5x3x%x3
=20x9
=180

Imagen 19. “Problema 7”, Divisibilidad: de las operaciones a la construccidn de anticipaciones. Sép-
timo grado (GCABA, 20183, p. 14)

Problema 7

A partir de descomponer los siguientes nimeros en sus factores primos, encuentren todos
sus divisores:

a. 28 b. 60 c. 42 d. 32
Imagen 20. “MUltiplos y divisores en calculos”, Estudiar y aprender en Séptimo (GCABA, 2023f, p. 34)

5. Sabiendo que 630 =5 x 7 x 3 x 3 x 2, escribi tres nuUmeros de dos cifras que sean
divisores de 630.

Para finalizar, se sugiere retomar el trabajo sobre los criterios de divisibilidad de Estudiar
yaprender en Sexto (pp. 58-62) con la intencidon de facilitar la generacion de operaciones
mas convenientes y atender el objetivo curricular especifico de este grado. Lo anterior
aporta a un acercamiento ala relacién entre multiplicacion y divisién al agilizar 1a identifi-
cacioén de si un nimero es divisor de otro o si un niumero es multiplo de otro.

1.° ano

Objetivo: emplear la relacién multiplicacidn-division para identificar el orden de las ope-
raciones al modificar las estructuras iniciales en otras mas convenientes.

El primer afo inicia en 1a consolidaciéon de 1a descomposicion multiplicativa de los facto-
res de una multiplicacion a partir de la resolucién de multiplicaciones bajo condiciones
especificas, como no emplear un nimero en concreto o identificar si unaigualdad de ope-
raciones es falsa o verdadera.

Imagen 21. “Propiedades de la multiplicaciony el cdlculo mental”, Estudiary aprender.1.°ano. Tomo 1
(GCABA, 20213, p. 10)

Actividad 1

dComo podrias resolver estas multiplicaciones con una calculadora, sin usar la tecla del 8?

39x%x8= 124 x 80 = 27 x18 = 1.800 x 23 =
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Imagen 22. “Propiedades de la multiplicacidny el calculo mental”, Estudiary aprender. 1.°afo. Tomo'1
(GCABA, 20213, p. 1)

Actividad 3

Sin hacer las cuentas, indica si cada una de las siguientes igualdades es verdadera o falsa y
explica como te das cuenta.

a.8x9=8x3x%x3 e.5x9=5x10-5
b.9x9=9x2x3 f. 7x5+7x3=7x8
C.9X6=9%x2x%x3 9.3x9=3x5+3x%x4
d.5x710=5x5x5 h.16 x11=16 x9+16 x 2

A partir de la solucién de la descomposicion y el reordenamiento de los nimeros y facto-
res de la multiplicacion, se pretende vincular dicho proceder con las tres propiedades de
la multiplicacidn, como se hace hincapié en el apartado “Para recordar” (Imagen 23).

Imagen 23. “Para recordar”, Estudiar y aprender. 1.° ano. Tomo 1 (GCABA, 2021a, p. 11)

A\

Para recordar

Como vimos en las actividades anteriores, es posible descomponer y reordenar los factores
que intervienen en una multiplicacion, para convertir algunas cuentas en otras mas faciles de
resolver. Estas formas de transformar las multiplicaciones sin afectar el resultado se relacionan
con las propiedades con las que cumple la multiplicacién de nimeros naturales.

* Propiedad conmutativa: si se cambia el orden de los factores, el producto no cambia.
Por ejemplo: 4 x 25 =25 x 4

¢ Propiedad asociativa: si se descompone en productos uno o todos los factores de una
multiplicacion, o se agrupan de diferentes maneras, el resultado no cambia.

Por ejemplo: 4 x 25 =4 x5 x5=20 x5 =100

* Propiedad distributiva de la multiplicacién con respecto a la suma y a la resta: si se
descompone alguno de los factores en una suma o una resta, se multiplican por separado
cada uno de los términos vy, luego, se suman o se restan (segun corresponda) los resultados.

Por ejemplo: 5x8=5x2+5x 6 (porque 2+ 6 =8)

Lo anterior da pie al andlisis del orden de las operaciones. Tal es el caso de la actividad
“Problemas para resolver con varios calculos” (Imagen 24). La situacién inicial permite re-
conocer que Malena debe relacionarlas variables precioy cantidad para determinar cuan-
to dinero gasto, obteniendo:

Gasto por cajas de ravioles: 40 x 90 = 3.600
Gasto porlatas de salsa: 15 x 60 =900

Posteriormente, se hace el cuestionamiento sobre si es posible escribir el calculo que
Malena necesita para resolver el problema de manera “horizontal™

40x90+15x60 =
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Imagen 24.“Problemas pararesolver convarios calculos” Estudiaryaprender.1.°ano.Tomo 1 (GCABA,
20213, p. 12)

Problemas para resolver con varios calculos

Te proponemos trabajar con problemas y con calculos que incluyen varias operaciones.
También vas a estudiar las reglas que hay que tener en cuenta para decidir en qué orden se
deben resolver las operaciones y para qué se usan los paréntesis.

Actividad 1

Malena hace las compras para un comedor comunitario. Ayer comproé 40 cajas de ravioles
a $90 cada caja y 15 latas de salsa a $60 cada lata.

a. cCuanto dinero gasto?
b. {Podés escribir un solo calculo horizontal que permita resolver este problema?

Actividad 2 Para tener en cuenta

Andrés resolvio el problema anterior y quiso La calculadora que trae el
controlarlo usando una calculadora comun. Escribid celular funciona como una
un calculo y lo ingresd completo, marcando estas teclas. calculadora cientifica.

4Jolx]ofol+]1]s]x]6lo]=

a. Si tenés una calculadora comun, proba cuanto da ese calculo al apretar el signo igual.
b. Proba cuanto te da usando una calculadora cientifica (puede ser la de un celular).

Una vez establecido el calculo, representado mediante una organizacidn horizontal, se
debe analizar por qué al introducir dicha operacion, tal cual se muestra, en una calculado-
ra normaly en otra cientifica el resultado es diferente. Esto se debe a que las calculadoras
cientificas priorizan las operaciones de multiplicacion y divisidon, antes que las aditivas.
Asi, altener un calculo combinado como el siguiente: 7 + 5 x 3, conviene desarrollar en pri-
mer lugar la multiplicacién 5 por 3y, en segundo lugar, sumarle 7, resultando: 7+5x3 =7+
5+5+5=22. Esto es distinto al desarrollo que realiza la calculadora normal (no cientifica)
al no priorizar dichas relaciones: 7+ 5x 3 =12 x 3 = 36.

Conlo anterior, se puede concluir con la convencidn que se menciona en el apartado “Para
recordar” (Imagen 25), en el que se invita al analisis del orden de resolucidén en operacio-
nes combinadas, a saber: primero se requiere desarrollar las multiplicaciones y divisiones,
y luego las sumas y restas, salvo que se presenten paréntesis que indiquen otro orden.
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Imagen 25. “Para recordar”, Estudiary aprender. 1.°ano. Tomo 1 (GCABA, 20213, p. 13)

% Para recordar

Un calculo con varias operaciones podria interpretarse de diferentes maneras y dar entonces
resultados distintos. Para que eso no ocurra, hay una convencion establecida para que las
cuentas incluidas en un célculo se deban hacer en un orden especifico.

Esta regla indica que primero deben resolverse las multiplicaciones y las divisiones, y luego las
sumas y las restas, salvo que haya paréntesis que indiquen otro orden. Las operaciones incluidas
entre los paréntesis se deben resolver primero.

Por ejemplo, para resolver el cdlculo

4+5x6=
Se resuelve primero la multiplicacion y luego la suma.
4+30=34
Y para resolver este cdlculo:
(4 +5) x6=
Hay gue tener en cuenta que el paréntesis indica que primero hay que resolver la suma.
9x6=54

Las calculadoras comunes no respetan esta convencion, es decir, no separan en términos ya que
operan con los numeros en el orden en que se los ingresa.
En cambio, las calculadoras cientificas y las de los celulares operan respetando esta convencion.

Se concluye primer aio con la resolucion de operaciones combinadas. Para ello, se reque-
rird atender al orden de las operaciones que se van a realizar, esto es, operar a partir de
solucionar primero las multiplicaciones y divisiones, antes que las sumas y restas, a menos
que haya paréntesis y se deba priorizar otro calculo (GCABA, 2021a, p. 13).

Actividad 4
Uno solo de estos calculos da como resultado 900. {Cual es? ‘/ _ N
99-9x4+6= 99-9x%x(4+6)= (99-9) x4 +6)= — W
PRy - B
Actividad 5
Resolvé los siguientes calculos “Escribir un calculo con varias
operaciones”, Estudiary aprender.
a.(Gr3 x7-1= €.5+3x(7-D= 1.°Tomo 1 (GCABA, 2021a, p. 13)
b.5+3x7-1= d.(5+3) x(7-D=

https://bit.ly/317bH3g

2.° afno

Objetivo: simbolizar las relaciones multiplos-divisores y multiplicacién-division para ge-
neralizar en los nimeros naturales y ampliar su estudio a los nUmeros enteros.

Para segundo ano se requiere de las conceptualizaciones de la multiplicacidon y la division,
asi como de multiplo y divisor con la finalidad de analizar las relaciones de multiplicidad
y divisibilidad para sintetizarlas en una expresion algebraica que pueda ser reemplazada
por cualquier nimero natural. Lo anterior pretende que las y 1os estudiantes sean capa-
ces de argumentar silas relaciones expresadas, generalizando a cualquier nimero natural,
cumplen o no con la condicion planteada. Por ejemplo, en la actividad 5 que se muestra
en la Imagen 26, se pretende que se reconozca gue cualquier nUmero que reemplace a n
enla expresion 2 x n +1serd un nimero impar.
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Imagen 26. “Actividad 4” y “Actividad 5 Estudiary aprender. 2.°ano. Tomo 1 (GCABA, 2021c, p. 6)

Actividad 4
En la expresion 15 x n, la letra n puede ser reemplazada por cualquier nimero natural.
a. Si se reemplaza n por 3, ées cierto que el resultado obtenido es multiplo de 9?

b. ¢Por qué otros nimeros se puede reemplazar a n para que el resultado sea un multiplo de 9?

c. ¢Por qué numeros se puede reemplazar a n para que el resultado sea un multiplo de 10?

Actividad 5
a. Selena dice que en la expresion 2 x n + 1, si reemplaza n por cualquier niumero natural el
resultado siempre es un numero impar. ¢Estas de acuerdo? Explica tu respuesta.

Dado que conviene desarrollar primero la multiplicacion, tal como se analiza en la jerar-
quia de operaciones tratada en afios anteriores, al tener cualquier niUmero n multiplicado
por 2, el producto de esa multiplicacion siempre podra ser dividido de manera exacta en-
tre 2; sin embargo, al adicionar 1a dicho numero par, el nUmero final resultara impar.

Para finalizar, se amplia el estudio alos nimeros enteros, reconociendo que las propiedades
que se han analizado hasta el momento con los nimeros naturales se siguen cumpliendo
conlos enteros, especificamente, con los nimeros negativos (GCABA, 2021d, p. 9).

Multiplicaciones y divisiones con nimeros enteros

Actividad 1

Ol H O
[]

“Multiplicaciones y divisiones

con numeros enteros”, Estudiary
aprender. 2.°aflo. Tomo 2 (GCABA,
2021d, p. 9)

5 https://bit.ly/3uF82Xz

.........................

Para representar el nimero entero negativo, se recomienda retomar el apartado “De los
numeros naturales a los enteros” de la seccion “1.2. Contextualizacidon disciplinar”, en el
que se representa al negativo como el opuesto o el inverso aditivo de un nimero positivo,
identificando al nUmero cero como punto de referencia.

Siendo ese el caso, por ejemplo, se recomienda interpretar las operaciones con nimeros
negativos mediante el uso de la propiedad asociativa, planteando una equivalencia como
(-2) =(-1) - (2), siendo el =1 un nUmero opuesto, y operar de la siguiente forma:
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Unidad de
analisis

Primaria

Secundaria

Nivel

6.°

1.°

1.°

2.°

Objetivo del afio

Andlisis de procedimientos
para identificar maltiplos
y divisores comunes entre
dos 0 més niimeros.

Andlisis de las relaciones
miltiplos-divisores y
multiplicacion-division al
modificar las escrituras

Emplear la relacién
multiplicacidn-division
para identificar el orden
de las operaciones al

Emplear la relacion
multiplicacidn-division
para identificar el orden
de las operaciones al

escolar iniciales en otras mas modificar las estructuras modificar las estructuras
convenientes. iniciales en otras més iniciales en otras més
convenientes. convenientes.
o Establecer relaciones o Establecer relaciones o Promover distintas * Representar las
numéricas mediante el numéricas mediante el situaciones en las que relaciones numéricas
estudio de las cantidades, | estudio de las cantidades, | se utilizan las relaciones generales y expresarlas
sus representaciones sus representaciones multiplicativas: situaciones | a través de estructuras
diversas y la forma de diversas y la forma de de agrupacion y repeticion | aritméticas (aditivas o
operarlas. operarlas mediante el 0 bien de distribucion y multiplicativas).
® Reconocer patrones de establecimiento de una reparto. ® Promover la dualidad de
comportamiento de las estructura que lo permita. ® Promover la dualidad de | significado del signo igual
cantidades y asociarlos e Usar de forma razonada significado del signoigual | (=).
a sus representaciones las operaciones aritméticas | (=). e [nterpretar la relacion
numéricas y/o geométricas. | (algoritmos con sentido). e Usar de manera razonada | multiplicativa.
® Representar las ® Promover la dualidad las operaciones aritméticas | e Interpretar la relacion de
relaciones numéricas de significado del signo (algoritmos con sentido). divisibilidad.
generales y expresarlas igual (=) para expresar e |nterpretar la relacion ® Promover diversas
Ideas a través de estructuras equivalencia entre multiplicativa. interpretaciones de la
fuerza aritméticas (aditivas o expresiones numéricas. e [nterpretar la relacion de | nocién de multiplo de un
multiplicativas). ® Promover diversas divisibilidad. ndamero.
® Promover la dualidad interpretaciones de la ® Promover miltiples
de significado del signo nocion de maltiplo de un interpretaciones de la
igual (=) para expresar nimero. nocién de divisor de un
equivalencia entre namero.
expresiones numeéricas.
® Promover diversas
interpretaciones de la
nocion de maltiplo de un
nimero.
® Promover maltiples
interpretaciones de la
nocion de divisor de un
nimero.
e ;Como identificar si e ;Qué informacién ofrece | ® ;Como determinar el e ;Como comunicar
un niimero es multiplo una escritura (expresion) orden mas conveniente matematicamente
o divisor de otro nimero aritmética (numérica)? entre la multiplicacién- (simbolizar) las
dado? ® ;Qué informacién division y la adicion- relaciones numéricas que
e ;Como determinar un adicional aporta la sustraccion para la implican multiplicidad
miltiplo o divisor comin reescritura (expresion resolucion de operaciones y divisibilidad, que se
entre dos 0 mas nimeros? | equivalente) aritmética combinadas? cumplen para los niimeros
Preguntas (numérica)? naturales?
clave e ;Es posible establecer ® ;Qué se mantieney qué

relaciones equivalentes
entre niimeros o cantidades
sin recurrir a su resolucion?

cambia de las relaciones
entre multiplicacion y
division, y entre multiplo

y divisor al relacionar los
enteros positivos con los
enteros negativos (niimeros
enteros)?
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Unidad de
analisis

Primaria

Secundaria

Materiales
propuestos

o Estudiar y aprender en
Sexto (GCABA, 2023e)

o Matematica.
Divisibilidad: miltiplos y
divisores. Sexto grado. (1.2
edicion para el profesor)
(GCABA, 2019b)

o Estudiar y aprender en
Séptimo (GCABA, 2023f)

o Matematica.
Divisibilidad: de

las operaciones a

la construccidn de
anticipaciones. (1.7 edicion
para el profesor) (GCABA,
2018a)

e Estudiar y aprender: un
puente entre primaria y
secundaria (1.2 edicion para
el alumno) (GCABA, 2023g)

o Estudiary aprender. 1.°
afio. Tomo 1 (1.7 edicion
para el alumno) (GCABA,
2021a)

o Estudiar y aprender: un
puente entre primaria y
secundaria (GCABA, 2023a
y 2023g)

o Estudiar y aprender.
2.°afio. Tomo 1 (GCABA,
2021c)

o Estudiar y aprender.
2. afio. Tomo 2 (GCABA,
2021d)
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Capitulo 2. Produccion de formulas

KKK

Matematica en Red G)




2.1. Ubicacion curricular

El objetivo de este apartado es visibilizar donde y coémo se presentan los objetivos y al-
cances curriculares relativos al contenido especifico de produccién de férmulas. En
particular, abordaremos dos componentes principales para mostrar la diversidad en la
construccidény el tratamiento de las féormulas: expresion de la generalidad, y analisis y ma-
nipulacién delas formulas. Para la revision, se consideraran diferentes documentos publi-

cados por el Gobierno de la Ciudad Autonoma de Buenos Aires.

Tabla 9. Sintesis de ubicacién curricular del contenido de produccidn de férmulas

curriculares

analizar las diferentes
informaciones que permiten
relevar.

(p. 125)

modelicen situaciones,
transformar expresiones

en otras equivalentes y
obtener nueva informacion
y producir argumentos que
den cuenta de la validez de
lo realizado.

(p. 514)

Unidad de L ;
analisis Primaria Secundaria
Nivel 6.° 1.° 1.° 2°

Objetivos de aprendizaje para las escuelas de Educacion Disefio curricular nueva escuela secundaria de la Ciudad
Inicial y Primaria de la Ciudad Auténoma de Buenos Aires de Buenos Aires, ciclo basico (2% ed., 2015) (seleccion de
(2014) (seleccién de los contenidos que trabajaremos en los contenidos que trabajaremos en este documento)
este documento)
Tema: Niimeros naturales y | Tema: Niimeros naturalesy | Eje: Nimeros y algebra - Eje: Nimeros y algebra
operaciones operaciones Nimeros naturales - Niimeros naturales.
e Analizar la equivalencia e Reconocer y utilizar la e Utilizar las propiedades Combinatoria
entre diferentes escrituras relacion D =d x ¢ +r,con | de los nimeros naturalesy | e Utilizar recursos
multiplicativas y referidas r<d. sus operaciones para leer algebraicos que permitan

Objetivos | a2 division entera; (p. 126) y producir formulas que producir, formular y validar

conjeturas referidas a la
divisibilidad en el campo de
los niimeros enteros.

(p. 521)

® Recurrir a las expresiones
algebraicas para analizar
las variaciones del &rea de
una figura en funcion de la
variacién de alguno de sus
elementos.

(p. 521)

e Participar en

la elaboracion de
argumentos que involucren
relaciones internas de la
multiplicacion y la division.
e Analizar la equivalencia

informaciones que permiten
relevar.

® Reconocer y utilizar la
relacion D =d x ¢ +r, con
r<d.

e Analizary utilizar los
criterios de divisibilidad
para establecer relaciones

e Estudiar algunas
técnicas necesarias para
el trabajo algebraico para
representacion o escrituras
matematicas.

e Usar expresiones

operaciones.

e |as formulas seran
construidas por los/as
estudiantes a partir de la
generalizacion propuesta en
un problema.

o Se trata de introducir el

Alcances . . | . . . .
planteados entre diferentes escrituras entre nimeros, entre algebraicas para estudiar algebra como herramienta
desde |a multiplicativas y referidas célculos y establecer el funcionamiento de para conocer propiedades
propuesta | 2 la division entera; cocientes y restos. los diferentes campos de las operaciones.
actual analizar las diferentes numéricos y sus ® Avanzar en el trabajo

con férmulas y gréficos,

asi como estudiar las
relaciones entre |a variacion
del gréafico y la variacion de
la formula en términos de
corrimientos.
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Unidad de
analisis

Primaria Secundaria

Estudiar y
aprender
PUENTE

Ndmeros y operaciones en N

2. Propiedades de la multiplicacion

La intencién es promover la discusion y |a explicitacion de las razones que subyacen a estas estrategias de calculo, como
también la formulacion y la validacion de nuevas reglas generales.

3. Propiedades de la division

En esta seccion se profundiza el estudio de la division, incorporando el anélisis y

la generalizacion de algunas de sus propiedades.

Proporcionalidad

4. Representaciones graficas

Problemas que invitan al trabajo con ciertas representaciones graficas entre variables y su conexion con los modelos
proporcionales. Situaciones de proporcionalidad directa e inversa. Esto permite manejar otros registros diferentes, como
la tabla de valores y, luego, en el terreno de la escuela secundaria, las formulas que modelizan este tipo de relaciones.
(GCABA 2023a, p. 13)

Orientaciones para docentes

Algunas propiedades de las escrituras numéricas y de las operaciones entre niimeros naturales podrian resultar
relativamente faciles de usar aritméticamente, pero justificarlas como reglas generales, propias del trabajo algebraico,
puede no ser tan evidente. Por ello, es posible que sean un punto de apoyo para la posterior generalizacién mediante el
uso de letras en las expresiones simbélicas, en un trabajo que se oriente hacia la formulacidn, discusion y validacion de
estas reglas generales. (GCABA 2023a, p. 16)

KKK



2.2. Contextualizacion disciplinar

En el ambito escolary enlos curriculos de educacion basicay media de muchas partes del
mundo, las férmulas aparecen tanto en las asignaturas relacionadas con el dlgebra, como
enlos ejes de nimeros o geometria. Sin embargo, es necesario mencionar que el concep-
to de formula no es cuestionado o definido ni en la practica docente, ni en 1os materiales
escritos, ni enlos libros de texto (Schou y Bikner-Ahsbahs, 2022). Es decir, se construyen,
memorizan, manipulan y usan las formulas, pero no se explica qué son. Por lo tanto, gran
cantidad de estudiantes experimentan dificultades al trabajarlas. Por ejemplo, eligen las
formulas equivocadas para una tarea, introducen nimeros erroneos en las formulas, no 1as
manipulan correctamente, y las establecen incorrectamente a partir de un contexto dado,
entre otras cosas (Kieran, 1992, citado en Schou y Bikner-Ahsbahs, 2022).

En el caso de la propuesta curricular en la que se enmarca este documento, la genera-
lizacidn es considerada una via pertinente para el primer acercamiento al dlgebra. Este
hecho implica dos consideraciones sustantivas que involucran lo algebraico, y que seran
consideradas en esta propuesta: la produccion de féormulas para contar coleccionesy la
formulacidn y validacidn de conjeturas sobre 1os nimeros y las operaciones.

2.2.1. ¢Qué es una formula?

En el desarrollo conceptual del dlgebra, Frangois Viete y René Descartes fueron dos per-
sonajes ampliamente conocidos que impulsaron un cambio fundamental: 1a algebrizacion
de la matematica. Se propone analizar la siguiente cuestidn: jambas expresiones podrian
considerarse férmulas?

a) x5+ 36 =20x3 b) x3+ 3zx=q

Una mirada superficial llevaria a considerar que ambas expresiones tienen la misma na-
turaleza, puesto que las dos podrian considerarse ecuaciones por su estructura, es decir,
ambas tienen un signo igual, nUmeros e incégnitas. No obstante, si bien visualmente la
estructura es similar, 1a naturaleza de cada uno de los objetos representados es distinta.
Por ejemplo, la expresidon a contiene coeficientes numéricos especificos para la incogni-
ta x (1y 20), asi como una constante (36). La expresion b también contiene coeficientes
especificos para la incognita x (1y 3), pero aparecen otras dos cantidades (zy g), que no
especifican su valor numérico. Es mas, scdmo saber que zy g no son incognitas también?

Fueron este tipo de cantidades zy g y las ecuaciones que las involucran lo que cambio el
curso de los descubrimientos matematicos durante el siglo XVII. Las féormulas matemati-
cas son objetos que han encontrado su lugar en el aparato matematico y que implicaron
un avance vertiginoso de la ciencia. Gracias a las invenciones de Viete y Descartes, las ma-
tematicas se algebrizaron de manera importante, permitiendo ese desarrollo (Massa-Es-
teve, 2006). Fue la apariciéon de las férmulas 1o que permitid esta algebrizacion. La razdn
de este avance se debe a que estas cantidades fueron manipuladas como si se conocieran
sus valores numéricos especificos para descubrir estructuras subyacentes en las expre-
siones. En el caso de las dos cantidades z y g del ejemplo, llamadas parametros, repre-
sentaban longitudes geométricas de un par de tridngulos (Lépez-Acosta, 2023). Con la
aparicion de las formulas matematicas se empezaron a comprender mejor las propieda-
des de las relaciones matematicas que se investigaban, puesto que con estas se buscaba
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conocer de manera general como se comportan todas las posibles soluciones a un pro-
blema, o bien todas las curvas que podrian representarse con cualquier cambio en los
valores de estos parametros.

Esta propiedad es una de las mas importantes entre las que se proponen en los documen-
tos curriculares. Por ejemplo, en GCABA (2001) se senala:

Efectivamente, las propiedades acerca de los nimeros, las figuras o los cuerpos no
“residen” en estos objetos esperando ser “descubiertas” porlos ninos; son el producto
de una construccidn intelectual y los alumnos deben tenerla oportunidad de enfrentar
los problemas que hagan observables esas propiedades como producto de su propia
accion intelectual sobre los objetos con los que estan tratando [énfasis agregado]. (...)
La funcién que cumple el ejemplo enla produccidon de una ley general depende enton-
ces de la actividad realizada alrededor del mismo. (GCABA, 2001, pp. 67y 68)

Como dice el texto citado, las propiedades (de los niumeros, las figuras o los cuerpos)
dependen de la actividad intelectual y es importante aclarar que dicha actividad se da en
la interaccioén con los sistemas de simbolos matematicos (expresiones algebraicas, ima-
genes o lenguaje natural).

Por lo tanto, podemos afirmar que las formulas matematicas son expresiones que invo-
lucran unarelacion de equivalencia entre términos definidos por constantes (coeficien-
tes especificos como 1, 34, x), variables (cantidades que cambian conforme a las distintas
condiciones y variaciones del problema) y parametros (cantidades que determinan con-
diciones especificas en las relaciones que delimitan familias de soluciones).

Entonces, es importante destacar que no todas las expresiones algebraicas son formulas,
sino solo aquellas que denotan una relacidn de equivalencia entre constantes, variables
y parametros, pues su funcidn es la de representar todas las posibles soluciones a un pro-
blema (familia de soluciones), o bien todos los posibles objetos matematicos que se de-
sea estudiar (familia de curvas, funciones, etc.) para conocer el comportamiento general de
aquello que representan.

Dicho lo anterior:

Una férmula consta entonces de dos términos con al menos una variable unida por
un signo ‘=’ Expresa una identidad contextual en la que algunos simbolos algebraicos
se refieren a medidas de un objeto geométrico que pueden ser fijas 0 cambiantes y
conocidas o desconocidas. (Schouy Bikner-Ahsbahs, 2022, p. 642)

En este sentido, las formulas, como objetos algebraicos, resultan ser generalizaciones
de familias de soluciones, de objetos geométricos, o bien de funciones que representan
identidades de distinta naturaleza basadas en el contexto del cual provienen (ver Tabla10).
La formacion académica de las y los estudiantes a lo largo de su trayectoria escolar los
conducira al trabajo con estos distintos tipos de objetos generalizados mediante las for-
mulas. Enlo que corresponde alos niveles educativos de esta propuesta, las formulas ma-
tematicas estaran asociadas a expresiones algebraicas que generalizan relaciones aritme-
ticas y geométricas basicas.
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Tabla 10. Distintos tipos de relaciones de equivalencia y objetos generalizados por las férmulas

Familia de soluciones Familia de objetos geométricos Familia de funciones
A=0/2)-b-h Ax+By+C=0 y=a(x-b)’+c
Identidad contextual. Los Identidad contextual. Los objetos Identidad contextual. Las
distintos valores del area geométricos que cumplen la variaciones en los parametros
que pudieran obtenerse, condicion de que la suma del valor a, by c determinan funciones
dependiendo de los distintos del parametro C con los productos Ax cuadraticas especificas.
tridngulos que se pudieran (valor del parametro A por el valor de
formar dadas las medidas la variable x) y By (valor del pardmetro
variables by h. B por el valor de la variable y) sea O.

2.2.2. Consideraciones generales con el trabajo de formulas

Como objetos algebraicos, las formulas conllevan la carga de las dificultades mas cono-
cidas del aprendizaje del dlgebra, particularmente, las referidas a la capacidad de asignar
significados a cada uno de los elementos de las formulas y también respecto de la con-
cepciodn del signo igual. Como se menciona en el documento Progresiones de los apren-
dizajes. Segundo ciclo. Matematica, el ingreso al dlgebra implica una relacién de filiacion
y de ruptura conlo aprendido en aritmética.

La entrada al mundo algebraico implica rechazar muchos significados y practicas ela-
boradas a lo largo de toda la vida escolar. Se trata de desarrollar nuevas estrategias,
que son muy diferentes alas utilizadas en el trabajo aritmético. Se produce asiun con-
flicto y una ruptura: por un lado, es necesario renunciar a esas practicas, pero, por el
otro, hay que basarse en ellas. (GCABA, 20193, p. 23)

Se produce la filiacion por el hecho de que muchas relaciones aritméticas y geométricas
pueden generalizarse en dlgebra, por ejemplo, que a(b + ¢) =ab + bc . Pero existe una rup-
turaimportante con el significado de 1os signos empleados. Por ejemplo, en el caso de las
relaciones propuestas en la Tabla 11, hay dos diferencias entre la expresion A =(1/2) - b - h
yla expresion Ax + By + C=0.

Tabla 11. Distintos tipos de significados del signo igual

Significado operacional del signo igual Significado estructural del signo igual
A=(Q1/2)-b-h Ax+By+C=0
El signo igual se emplea de manera muy similar al El signo igual representa una condicion entre 1os

contexto aritmético. Al sustituirlos valoresde by h dos términos de la férmula, es decir, una relacion de

se obtiene un valor que se le atribuye a la variable asignacion que vincula al conjunto de operaciones
A, es decir, el resultado de dichas operaciones. con una identidad, es decir, Ax + By + C tiene que ser
0 para que cumpla con ser un objeto geométrico muy

especifico: una recta.

2.2.3. Sentido simbodlico

El trabajo con férmulas implica una transicién de un tipo de pensamiento operacional a
otro estructural. Para ello, es importante desarrollar un sentido simbdlico, que implica,
entre otros aspectos, 1os siguientes (Arcavi, 1994):
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= Capacidad de explorar una expresion algebraica para hacer estimaciones aproximadas
de los patrones que surgirian en una representacion numeérica o grafica.

= Capacidad para explorar una tabla de valores de funciones o un grafico o para interpre-
tar condiciones enunciadas verbalmente, para identificar la forma probable de una regla
algebraica que exprese el patréon apropiado.

= Capacidad parainspeccionar operaciones algebraicasy predecirla forma del resultado (...).
= La capacidad de manipulary de “leer” expresiones simbolicas como dos aspectos com-
plementarios de la resolucion de problemas algebraicos.

= La conciencia de que se pueden elaborar con éxito relaciones simbdlicas que expresen
la informacion verbal o grafica necesaria para avanzar en un problemay la capacidad de
elaborar esas expresiones.

= Darse cuenta de la necesidad constante de comprobar los significados de los simbolos
al resolver un problema, y de comparar y contrastar esos significados con las propias
intuiciones o con el resultado esperado de ese problema.

= Percibir las distintas funciones que pueden desempenar los simbolos en diferentes con-
textos. (pp. 24-31)

De estas recomendaciones hay que destacar, entonces, que el cambio de un significado
operacional a uno estructural implica el reconocimiento de estas diferencias entre los ti-
pos de expresiones que involucran el signo igual. Otra clasificacién sobre el uso del signo
igual es la de Parodi (2016), en la cual se enlistan sus usos en términos aritméticos y alge-
braicos (Tabla 12).

Tabla 12. Distintos usos aritméticos y algebraicos del signo igual (adaptado de Parodi, 2016)

Ejemplos
Significados del signo de igual
Aritméticos Algebraicos
Propuesta de actividad 16:3= X(x+1)-3x(x+5) =
Operador 4x5=20 X(x - 2) + 3x% = 4x% - 2x

Expresidon de una accion 24=12+12 2x = X(x - 2) - x® + 4x

Separador (No corresponde) f(x) = x2 = f3(x) = x*
Expresidon de una equivalencia condicional (No corresponde) X2+ 4x=5x-6
. . - 4+5=3+6
Equivalencia numérica oV3 = V12 (No corresponde)
2 = -_—
Expresion Equivalencia simbdlica (No corresponde) X+ ax=x(x-2)
d atb=b+a
euna
equivalencia | |gentidad estricta 3=3 x+5=x+5
Equwél’enma por definicion o por % = % alb =ab™
notacion
Definicién de un objeto matematico 10=1 f6) =2x+3
a’=1a=0
Expresion de una relacion funcional o de (No corresponde) I=2nr
dependencia. P y=3x+2

Indicador de cierta conexidn o correspondencia

Precio bici = $50

Precio bici=3x +5

Aproximacion

1 _
1-033

(No corresponde)

Asignacion de un valor numérico

(No corresponde)

xX=4
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2.2.4. Formulas y procesos de generalizacion

La construccion del significado de las expresiones algebraicas depende principalmente
delos procesos, objetos y estrategias que permiten determinarlas, es decir, de qué se ge-
neraliza, como, en qué contexto y a partir de qué estrategias. En el nivel primario y la tran-
sicidon al nivel secundario, es importante generar procesos de generalizacién, 1os cuales
se sustentan en la idea de transitar del pensamiento aritmético hacia algunos conceptos
algebraicos a través de la construccidn de férmulas. Para ello, es fundamental conceptua-
lizar la variable, aspecto que requiere de un proceso progresivo y de larga duracién que
puede abordarse a partir de situaciones en las que se debe percibiry expresar lo general.
Esto precisa de la conjuncion de dos procesos. (Serres, 2007)

1. Generalizacidn. Pasar de un conjunto de situaciones concretas a algun aspecto en co-
mun a todas ellas, es decir, ser capaz de distinguir 1o comun entre un conjunto de ele-
mentos que cambia de acuerdo con alguna regularidad.

2. Simbolizacidn. Expresar sintéticamente y con el uso de simbolos aquello comun a to-
das las situaciones.

El proceso de generalizacidn, a su vez, contempla tres fases.
a. La vision de la regularidad, 1a diferencia y 1a relacion entre las partes. Implica el ana-
lisis de los elementos identificados en las distintas situaciones para encontrar hipotesis
sobre el comportamiento.
b. Exposicidn verbal. Implica generar un discurso oral que dé cuenta de las regularida-
desidentificadas. Es fundamental construir, mediante el lenguaje, explicaciones sobre 1o
observado, puesto que permite identificar qué observan las y los estudiantes, asi como
los elementos que comienzan a abstraerse.
c. Expresion escrita, de 1a manera mas concisa posible. Traducir el discurso oral a un dis-
curso escrito que permita ser inteligible para distintas personas.

2.2.5. Sobre las actividades de generalizacion

En términos generales existen recomendaciones para el trabajo con situaciones de ge-
neralizaciéon. La primera es que las situaciones deben percibirse como matematicas, es
decir, deben promover el analisis de elementos que cambien o permanezcan invariables,
con la intencién de percibir posibles diferencias y similitudes (Rivera, 2013). Este analisis
debe sustentarse en un proceso inductivo, es decir, que 1a generalizacién se sustente en el
analisis de distintos casos particulares para detectar la comunalidad subyacente a todos
los casos.

En segundo lugar, las y los estudiantes, especialmente de primaria y secundaria, necesi-
tan adquirir la practica matematica de predecir comportamientos, basada en el reconoci-
miento de pocas etapas conocidas y que, posteriormente, la conjetura construida pueda
proyectarse sobre etapas desconocidas y lejanas del patrén (Rivera, 2013).

Otro elemento importante es el hecho de que los patrones deben permitir la construccion
de distintas formulas equivalentes para recuperar la mayor cantidad de posibles percepcio-
nes de las y los estudiantes y, con ello, permitir que estos atribuyan sentidos y significados
personales.
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Ademas, l1os patrones deben poder analizarse desde una perspectiva numéricay figural o
visual para promover una relacion entre ambos tipos de pensamiento. Algunos ejemplos
de patrones podrian ser los siguientes.

Tabla 13. Algunos tipos de patrones (adaptado de Rivera, 2013, p. 9)

Tipos de patrones Ejemplos
Constantes AAAAAA..
Oscilatorios y repetitivos ABABAB..
Crecientes 1 3 57, 9’.” :
Numeros figurativos.
Decrecientes 12,10, 8, 6, 4, ...
Algoritmos matematicos Algoritmo de la division, de la multiplicacion.
Conceptos matematicos Descomposicion de cantidades.
Recursivos Sucesion de Fibonacci, Torre de Hanoi, etc.

Algunas relaciones geomeétricas (fractales, teorema de Pitagoras, suma

De dibujos espaciales delos angulos internos en un triangulo).

Veamos algunos ejemplos para abordar estas ideas de manera mas concreta.

Ejemplo 1. Determina el comportamiento de los rombos con respecto al nUmero de figura
para calcular la cantidad de rombos de la figura 15 (Lopez-Acosta, 2016).

L 4
* L 2R 2R 4
L 2R 2R 2 L 2R 2R 2R 2R 4
* L 2R 2% 2R 2% 4 L R 2R 2R 2% 2% 2% 4
Figural Figura?2 Figura 3 Figura 4

En el caso del ejemplo es necesario reconocer que la cantidad de rombos aumenta con
respecto a cada una delas figuras anterioresy que la forma enla que aumenta cada una de
las formas triangulares consiste en agregar una fila debajo de un caso a otro (una posible
explicacion verbal). Se requiere reconocer aquello que permanece invariante en todo el
proceso de cambio. La determinacién de esta regularidad en el cambio es precisamente
lo que permite realizar predicciones de estados futuros.

En esta fase, 1a intencion fundamental residira en identificar aquello que permanecera invariante
enlas relaciones que se observan o abstraen. Para esta fase se podra recurrir a mas de una forma
de identificar las regularidades. A continuacion, se muestran tres ejemplos de estrategias.

Estrategia 1. El cuadrado del nimero. Esta estrategia se puede definir si se establecen re-
presentaciones mentales o escritas que abstraen la informacidn visual y la convierten a un
registro numérico. Por ejemplo, puede construirse la siguiente correspondencia:

Caso1—r1

Caso2 4
Caso3-—>9
Caso 416
Caso5—25
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Estrategia 2. Pirdmide de nimeros impares. Es posible reconocer en la configuracion que
se van agregando cantidades impares en cada una de las figuras. Por 1o tanto, conforme
el numero de figura aumenta, se agrega un nimero impar mas a la suma. De este modo se
puede conjeturar que la sucesion de imagenes tiene que ver con la suma de niumeros im-
paresy su patron de comportamiento al sumarlos.

Casol1—r1
Caso2—>r1+3
Caso3—»1+3+5
Caso4—>»1+3+5+7
Caso5—>»1+3+5+7+9

Estrategia 3. Diferencias. Puede notarse también que las diferencias entre cada uno de
los valores de la segunda columna aumentan bajo una regularidad, es decir, de dos en dos.
Asi, abstrayendo los valores de los rombos para cada numero de figura se puede generar
una tabla en la que se calculen las primeras y segundas diferencias (esto se estima para
anos escolares avanzados).

Tabla 14. Tabla en la que se recurre a las diferencias entre cada caso (Lopez-Acosta, 2016)

Figura Cantidad de rombos Primera diferencia Segunda diferencia
1 1
2 4 3
3 9 5 2
4 16 7 2
5 25 9 2

Cada una de estas estrategias muestra maneras distintas de identificar la regularidad. Por
ejemplo, en las estrategias 1y 2 se reconoce que tanto la correspondencia numeérica como
una reconfiguracion de los elementos de la secuencia dejan ver que las cantidades de
rombos corresponden alos cuadrados correspondientes al nUmero de caso. Parala estra-
tegia 3, la regularidad se identifica con la segunda diferencia. Esta es siempre 2. De esta
manera al momento de predecir la cantidad de rombos que tendra cierta figura, se gene-
ran ideas que aluden a las relaciones invariantes entre 1os elementos que se observaron.
En este proceso conviene realizar pruebas para validar las conjeturas.

Para la estrategia 1, cada una de las relaciones entre el nimero de figura y la cantidad de
rombos corresponde al cuadrado del nUmero de figura. Por 1o tanto, bastaria con elevar al
cuadrado el nimero de figura para obtener la cantidad de rombos de esa figura. En el caso
de 15, se tendria que la cantidad total de rombos en esta figura seria de 152 = 225.

Para la estrategia 2, se pueden agregar los siguientes nUmeros impares al caso previo para
obtenerla cantidad de rombos de la figura:

11 1

2—>1+3 4

3—>1+3+5 9
4-—>1+3+5+7 16
591+3+5+7+9 25
1521+3+5+7+9+11+...+2(15) -1 225

°« I




Con la estrategia 3 se puede llenar la tabla considerando que el valor de la columna de
primera diferencia se obtiene al sumar 2 a la diferencia previay que la cantidad de rombos
se obtiene al sumar el valor anterior con la cantidad de rombos previa.

Tabla15. Relacién entre 1a cantidad de objetos en cada figura y 1as diferencias de la cantidad de objetos
entre una figuray otra (Lopez-Acosta, 2016)

Figura Cantidad de rombos Primera diferencia
1 1
2 4 3
3 9 5
4 16 7
5 25 9
6 25+11=36 9+2=T11
7 36 +13=49 N+2=13
15 196+29,yaque 49 +15+17+19+21+23+25+27 +29

Ejemplo 2. Observa la siguiente secuencia de imagenes y determina cuantos objetos ten-
dra el caso 50 (Lopez-Acosta, 2016).

Casol Caso 2 Caso 3 Caso 4
L K R 2 L 2K 2R 2R 2 L 2K 2R 2R 2R 2 L 2K 2R 2R 2R 2R 4
L 2R 4 L 2R 2R 2 L 2R 2R R 2 L 2R 2R 2R 2R 4

Si abordamos la situacion empleando estrategias visuales para detectar el patréon de
comportamiento, la determinacion de qué cambia y con respecto a qué cambia precisa
encontrar ciertas regularidades figurales que se extiendan a cada uno de los casos de la
secuencia. Naturalmente, existe una predisposicidn personal a fijarse en aspectos espe-
cificos; sin embargo, sin importar esa predisposicion, un tratamiento adecuado de la ge-
neralidad puede llevar a la formula mediante las recomendaciones que planteamos en lo
sucesivo. De aqui que el patrén guarda en siuna relaciéon subjetiva con 1a persona.

Eventualmente, estas agrupaciones basadas en argumentos visuales podrian generar
conjeturas sobre el comportamiento de las secuencias, derivando en distintos tipos de
féormulas para predecirlos valores futuros, 1o cual representa el escenario ideal para el tra-
bajo sobre la nocidn de equivalencia de expresiones. Algunas posibles conjeturas y pre-
dicciones podrian ser las siguientes.’

1 Conrespecto alas estrategias 2ay 2b, aparentemente podria considerarse que son iguales, pero la realidad
es que existen diferencias muy sensibles, puesto que las generalizaciones que pueden determinarse seran
diferentes tanto en el modo de describir el comportamiento de la secuencia, como en la forma de predecir
valores futuros.
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Tabla 16. Posibles conjeturas basadas en las agrupaciones de elementos de la secuencia y sus res-
pectivas predicciones de los valores futuros (Lopez-Acosta, 2016, p. 66)

Casol Caso 2

Agrupacion

Caso 3 Caso 4

QIO PO D4 e> Foee e
e o> Dee> Heee> Beeee>

Conjetura

Prediccion

El comportamiento de la secuencia puede explicarse
a partir de centrar la atencién en coémo aumentan

los objetos en cada fila. Sobre 1a base del apoyo que
proporciona esta estrategia puede notarse quela

fila superior siempre tiene un rombo mas que 1a fila
inferior. Ademas, la fila inferior siempre tiene un rombo
mas que el numero de caso. Por lo tanto, se puede
conjeturar que el total de rombos en cada caso se
puede calcular con la suma de los rombos de ambas
filas y que, en relacidn con el nimero de caso, la fila
inferior tiene un rombo mas que este, mientras que la
fila superior tiene un rombo mas que la fila inferior.

La prediccion se basara en considerar la regla
conjeturada en la etapa previa: la cantidad total

de rombos se obtiene adicionando al numero de
caso una unidad y a esa cantidad resultante se

Je adiciona la misma mas una unidad, o bien el
numero de caso mas dos unidades. Esto se relaciona
con adicionar las cantidades de rombos de la fila
superior e inferior. Es decir, para 50, 1a cantidad total
de rombos sera (50 +1) + (60 +2) =51+ 52 =103.
Simbdlicamente esta regla puede expresarse de la
siguiente manera: (n +1) + (n + 2).

Casol Caso 2

Agrupacion 2a

Caso 3 Caso 4

) D D

Conjetura

Prediccion

En esta agrupacion, se recurre a separarla
configuracion total en dos tipos de configuraciones,
conlas cuales se pueden apreciar dos
comportamientos, uno de los cuales permanece
fijo (lo senalado con el dvalo), es decir, constante,
mientras que 1o demas cambia (1o sefialado con
el recuadro). De esta manera, esta estrategia
puede llevar a una prueba de que la cantidad
total de rombos en cada caso se puede obtener
considerando sumar tres rombos al doble del
numero de caso.

Parala estrategia 2ala regla a considerar parala
prediccidn esta basada en la conjetura: 1a cantidad
total de rombos se obtiene sumando, al doble del
numero de caso, tres rombos. Esta regla se obtiene
al identificar que la agrupacion que se hace enla
etapa previa contiene al doble del numero de caso,
ademas de que tres rombos siempre se mantienen
fijos. Por lo tanto, para predecir el valor de 50, se
realiza la siguiente operacion: 2(50) + 3 =103, que
simbdlicamente se expresaria como 2n + 3.
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Agrupacion 2b

Caso1 Caso 2

Caso 3 Caso 4

SR W G VG
(*9 (*+9 (#¢+9

Conjetura

Prediccion

Para la estrategia 2b, se separa la configuracion

en tres subconfiguraciones de cada caso dela
secuencia. La conjetura que puede obtenerse de
esta estrategia consistira en verificar para todos

los casos que la cantidad total de rombos se puede
obtener al sumar tres rombos al nUmero de caso dos
veces.

La estrategia 2b tiene como base la conjetura

de que la cantidad total de rombos se puede
obtener adicionando dos veces el nimero de caso
y agregandole tres rombos a ese resultado. Porlo
tanto, para predecir cuantos rombos tendra el caso
50 se realizarian las siguientes operaciones:

50 + 50 + 3=103. Simbdlicamente puede
expresarse comon +n + 3.

Agrupacién 3

Casol Caso 2 Caso 4
L 2R 2R 2R 2
L 2R 2R R 2

Conjetura Prediccion

Esta agrupacién se basa en una percepcidn recursiva
dela secuencia, pues se identifica que cada caso

esta compuesto por el caso anterior, agregandole
dos rombos mas. La clave para generalizar el
comportamiento esta en reconocer que, de acuerdo
con el nimero de caso, se tiene un nimero impar
correspondiente, por ejemplo, en el primero se tienen
tres rombos mas dos; en el segundo, cinco rombos
mas dos; en el tercero, siete rombos mas dos.

La conjetura se basa en una percepcion recursiva

de la secuencia que debera refinarse para llegar a

la siguiente regla: para obtener la cantidad total de
rombos, en cada caso, se debe adicionar dos rombos
al nimero impar que corresponde al nUmero de caso.
Bajo este esquema, la prediccion de la cantidad

de rombos para el caso 50 se anclara a considerar

el nimero impar asociado a dicho caso, que se
calcularia multiplicando por dos el nUmero de caso

y adicionando uno, es decir, 2(50) +1=101; a esta
cantidad se le deben agregar dos rombos, 101+ 2 =
103. Simbdlicamente esta estrategia puede devolver
una expresién deltipoa_=a, ,+ 2, donde cada uno de
los a, , puede asociarse ala expresion 2n + 1. Por 1o

tanto, una expresion mas general seria a, =(2n+1) + 2.

Matematica en Red
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2.3. Problematizacion de la matematica escolar

Este apartado evidencialasideas fuerza que pretendemos movilizar de manera transversal
en el sistema educativo para desarrollar el pensamiento algebraico, en particular, el que
refiere a la produccién de férmulas.

Se parte de una idea considerada fundamental: 1as formulas son objetos algebraicos que
resultan ser generalizaciones de distintos objetos matematicos y representan relacio-
nes de equivalencia basadas en contextos especificos. No todas las expresiones alge-
braicas son férmulas, solo aquellas expresiones que denotan una relacidn de equivalen-
cia entre constantes, variables y parametros, pues su funcién es la de representar todas
las posibles soluciones a un problema (familia de soluciones), o bien todos los posibles
objetos matematicos objeto de estudio (familia de curvas, funciones, etc.).

Sobre la base de lo planteado previamente, para el trabajo con la produccion de formulas
resulta fundamental, al menos, el desarrollo de:
= Un sentido simbdlico: promover experiencias en las que las y 1os estudiantes puedan
desarrollar su capacidad de explorar las expresiones algebraicas; manipular y “leer” ex-
presiones simbdlicas como dos aspectos complementarios de la resolucidn de proble-
mas algebraicos; tomar conciencia de que las relaciones simbdlicas pueden expresar
informacioén verbal o grafica necesaria para avanzar en un problema, y 1a capacidad de
elaborar esas expresiones; comprobar constantemente los significados de los simbolos
al resolver un problema; identificar distintas funciones que pueden desempenfar los sim-
bolos en diferentes contextos (Arcavi, 1994).
= Generalizacidony simbolizacidn: promover experiencias para conceptualizar la variable
a partir de situaciones inductivas en las que se debe percibir y expresar 1o general. Esto
implica dos fases:
- Generalizacion: pasar de un conjunto de situaciones concretas a algun aspecto en
comun a todas ellas. Es decir, ser capaz de distinguir lo comun entre un conjunto de
elementos que cambian de formas especificas. Conlleva la estructura de procesos di-
dacticos que permitan alasy los estudiantes:
a. “Visualizar” 1a regularidad, 1a diferencia y 1a relacion entre las partes de 1o que
se esta estudiando. La finalidad es que sean capaces de encontrar hipotesis sobre
el comportamiento.
b. Generar discursos orales, escritos, gestuales y figurales que den cuenta de las
regularidades identificadas. El lenguaje y los instrumentos son los vehiculos por
los cuales objetivan sus conceptos y pensamientos.
c. Producir signos escritos. Traduccién de los distintos discursos a un discurso
escrito que permita ser inteligible entre distintas personas.
- Simbolizacion: expresar sintéticamente y con el uso de simbolos aquello comun a
todas las situaciones.
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2.4. cCOmo operativizar las ideas fuerza?

Para la reflexiéon de coémo hacer operativas las ideas fuerza en el aula, se quiere comenzar
con una revision articulada del material que ha sido de referencia, desde su creacion, para
el trabajo con el contenido curricular de produccion de formulas: Estudiar y aprender en
Sexto (GCABA, 2023e) y Actualizacidn curricular. 7.° grado (GCABA, 2001).

En estos documentos, se plantea que, en 6.°y 7.° de primaria, se inicia explicitamente el
trabajo conla generalidad. Esto implica un proceso progresivo que, como tal, noinicia en
estos grados, sino que es una habilidad transversal a la educacion matematica. No obs-
tante, el énfasis que se le otorga a la generalidad a partir de 7.° consiste en promover los
inicios del desarrollo de un pensamiento estructural y unlenguaje matematico mas preci-
so en comparacion con los grados previos y que se robustece en la secundaria.

El tratamiento de lo general, asi como la comprension de qué es un proceso de ge-
neralizacidn, comenzd a desplegarse en ciclos anteriores y debe ocupar en séptimo
grado un lugar mas importante. Esta perspectiva supone un juego entre lo particular
y 1o general que no puede reducirse a hacer surgir —casi magicamente— 1o general
a partir de muchos ejemplos particulares. Efectivamente, las propiedades acerca de
los nimeros, las figuras o los cuerpos no “residen” en estos objetos esperando ser
“descubiertas” por los nifos; son el producto de una construccion intelectual y los
alumnos deben tener la oportunidad de enfrentar los problemas que hagan obser-
vables esas propiedades como producto de su propia accion intelectual sobre los
objetos con los que estan tratando [énfasis agregado]. En este sentido, los ejemplos
cobran valor cuando —producidos o no por el alumno— estan insertos en el marco de
una cierta problematizacion. (GCABA, 2001, pp. 67y 68)

Paralograr estas intenciones, consideramos que las recomendaciones que sugerimos en
el apartado 2.3 seran de gran relevancia para las y los docentes, ya que de 1o contrario
puede suceder lo que se indica en la misma fuente anterior:

(...) ocurre muchas veces que el docente propone un conjunto de ejemplos para in-
tentar “mostrar” una cierta regularidad y pregunta a los alumnos qué es lo que ellos
observan. Suele ser sorprendente que los alumnos no “observen” aquello que el pro-
fesor esperay en cambio retengan aspectos que no son los que el profesor pretende
identificar. (GCABA, 2001, p. 68)

Cabe destacar que estos primeros acercamientos a la generalidad en 6.°y 7.° se proponen
a partir del estudio de la estructura de relaciones numericas, por ejemplo, con las propie-
dades dela multiplicaciony de la divisidon. Recomendamos revisar los ejemplos en GCABA
(2001, pp. 71-76 y 2023¢, pp. 37-40), donde, respecto a la multiplicacion, se da cuenta de
cémo con ciertas situaciones las y los estudiantes anticipan resultados esperados a par-
tir de poner en funcionamiento las propiedades de la multiplicacion, o bien cémo, ante
ciertas preguntas, se acercan a las respuestas mediante ejemplos, sin llegar a considerar
una generalizacidon de 1o que estan construyendo. Por otro lado, respecto a la division, se
enuncian ejemplos donde la férmula Dividendo = divisor x cociente + resto; resto < divisor
es estudiada en tanto comprobacidn de que el resultado de la divisidn es correcto, o bien
se promueve el analisis de la relacidn para anticipar resultados, es decir, analizar las condi-
ciones de cada uno de los elementos que la componen. También se hace mencion de que
el trabajo con el analisis de la relaciéon de la division es un buen escenario para dar entrada
al dlgebra como movilizaciéon de la nocidn de variable, por ejemplo, en GCABA (2023e) se
proponen actividades como las siguientes para 6.° grado.
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Imagen 27. Trabajo con la generalidad en 6.° mediante el reconocimiento de regularidades aritmé-
ticas en el caso de la division (GCABA 2023e, p. 38)

Al resolver las siguientes actividades, podés usar la calculadora para explorar y
comprobar.

1. Completa con los numeros que faltan en cada caso.
a.5x =45 b. 8 x =816 c. :10=8 d. 112=20

2. Si se sabe que 28 x 45 =1.260:
a. ¢De cual o cudles de las divisiones se puede saber el cociente sin hacer la
cuenta?

b. Escribi el cociente y el resto en las divisiones que creas que podés resolver sin
hacer la cuenta.

c. Escribi una multiplicacién y resolvela. ¢éQué cuentas de dividir podés resolver
con esa multiplicacion?

En otras palabras, el propdsito del primer momento del ultimo ciclo de nivel primario es
un acercamiento ala generalidady alas formulas desde la exploracion de las propiedades
numeéricas subyacentes, basado en un enfoque inductivo.

El trabajo acerca de los conjuntos numéricos contemplara la reflexién sobre las re-
laciones entre los elementos que componen cada una de las operaciones. Parte de
este trabajo constituira una base sdlida en la que puedan apoyarse los alumnos para
el futuro trabajo algebraico que se despliega a la entrada de la escuela secundaria (...).
Desde este enfoque, se proponen (...) actividades que marcan un inicio en torno a la
busqueda de regularidades y produccion de férmulas (...). Con este trabajo se pro-
pone una entrada a la escritura simbdlica ligada a los procesos de “modelizacion” de
situaciones que dependen de un dato variable. (GCABA, 2001, pp. 68y 69)

En el caso del ejemplo de la Imagen 27, ndtese codmo se parte de una exploracion, en pri-
mera instancia basada en la curiosidad de encontrar una propiedad aritmética entre 1a
multiplicacion y la division. Esta propiedad consiste en relacionar el resultado conocido
de una multiplicacion como 28 x 45 =1.260 con otras posibilidades como:

28x45+1=1261,28x45+2=1262,28%x45+3=1.203,28 x 45 + 4 =1.264, ...

De modo que, si se considera a 28 como el divisor, se identifica que se pueden conocer
27 resultados, es decir, hasta que el dividendo sea 1.287. Es importante destacar que no se
propone un trabajo basado en la operatoria de expresiones con letras, pero si centrado en
el estudio de las operaciones y las relaciones.

Posteriormente, el tratamiento didactico propone establecer tal relacion al preguntar ex-
plicitamente respecto de las relaciones entre divisor, dividendo, cociente y residuo. Con
esto se busca una conexiéon entre el procedimiento planteado previamente y la férmula
del algoritmo de la division. Sin embargo, es importante senalar que esto se solicita de
manera numérica y verbal (o escrita) (ver GCABA 2023e, p. 39). Un recurso relevante es el
uso de tablas para la sistematizacion de 1a informacion (ver Imagen 28).
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Imagen 28. Trabajo con la generalidad en 6.° mediante el reconocimiento de regularidades aritmé-
ticas en el caso de la division (GCABA 2023e, p. 39)

Dividendo Divisor Cociente Resto
18 12 5
20 15 5
214 8 6

Al completarlatablalasylos estudiantes pueden darse cuenta de que la relaciéon explora-
da hasta el momento puede sistematizarse como la relacidén general Dividendo = divisor
X cociente + resto.

Esta secuenciacion conlleva los procesos de generalizacion y simbolizacién, y el desa-
rrollo de un sentido simbdlico, toda vez que hay una referencia concreta entre cada uno
de los elementos de la férmula (D = d x ¢ + r) con cantidades que han operado de manera
significativa. Notese también que, a pesar de que no se busca necesariamente una sim-
bolizacién mas formal, 1a relacidén de equivalencia es construida de manera significativa.
Esto permite no solo darles sentido a los simbolos, sino también promover que las y los
estudiantes se vean envueltos/as en el establecimiento de procesos de generalizacion.

Ahora bien, en un siguiente momento del 7.° grado, se busca la produccién de férmulas
escritas desde el trabajo con “procesos —estaticos o dinamicos— pero que dependen de
un dato que puede tomar diferentes valores” (GCABA, 2001, p. 78).

Se trabajara en la direccidon de buscar procedimientos de calculo, formulados en prin-
cipio enlenguaje natural. Se intentara avanzar, con algunos problemas, hacia el estable-
cimiento de una férmula, expresada en funcién del dato variable (GCABA, 2001, p. 78).

Dentro de los ejemplos se proponen actividades como la siguiente.

Imagen 29. Ejemplo de
situacion de busqueda de
regularidadesy produccidn
de féormulas en 7.° grado
(GCABA, 2001, p. 79)
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Esencialmente, el proceso propuesto para la resolucion de la actividad consiste en transi-

tar por cinco fases (GCABA, 2001).
= Fase 1. Exploracion y conteo. Se espera que las y los estudiantes desarrollen distintas
maneras de contar los cuadritos de forma que resulte mas econdmico.
= Fase 2. Formulacion de un procedimiento de calculo. Se invita alasy los estudiantes a
que, en sulenguaje habitual, describan un procedimiento general para contar 1os cuadri-
tos del borde. El problema de proponer ese procedimiento general queda momentanea-
mente separado del problema de describirlo formalmente con el uso de simbolos.
= Fase 3. Puesta en evidencia de los diferentes procedimientos de calculo. Se mues-
tran todas las formulaciones producidas. Cada grupo debe: a. rechazar los métodos que
no permiten calcular el nimero de cuadritos sombreados, justificando su rechazo, y b.
reagrupar las formulaciones que considera que corresponden a un mismo método de
calculo.
= Fase 4. Escritura de una formula. La diversidad de maneras de contar los cuadritos
sombreados deberia conducir a férmulas con diferentes escrituras.
= Fase 5. Puesta en comtuin y discusion sobre las formulas producidas. La equivalencia
de las distintas escrituras propuestas puede ser validada en un juego entre el contexto
y las propiedades de las operaciones. Un aspecto importante del trabajo consiste en el
hecho de aceptar que féormulas que calculen 1o mismo pueden escribirse de manera di-
ferente.

Como puede observarse, en estas fases se encuentran consideraciones fundamentales
para el trabajo con patrones, que han sido referenciadas en los apartados anteriores. Sin
embargo, este tipo de actividad tiene la virtud de que las estrategias, procedimientos y
argumentos pueden resultar tan variados como estudiantes hay en el aula. Por ello, se es-
pera que la intervencion docente permita el avance hacia este objetivo.

Sera necesario todo un conjunto de problemas, en cada uno de los cuales se ird avan-
zando un poco mas en la produccidén de formulas y 1a discusion sobre las equivalen-
cias de expresiones y sobre las escrituras en general. Dependera de cada clase y que-
da a cargo del maestro la regulacidn del trabajo, con la mira puesta en el aprendizaje
dela totalidad de la clase de séptimo grado. (GCABA, 2001, p. 79).

En el caso dela secundaria, estas ideas deben ampliarse considerablemente hacialos ele-
mentos de la generalizacidon y simbolizacion de manera mas formal respecto al simbo-
lismo algebraico y al estudio de las equivalencias entre expresiones en la secundaria; sin
embargo, como en el programa de estudio de primer ano de secundaria, €l tipo de activi-
dades inicialesincluyen situaciones como la mostrada previamente (GCABA, 2015, p. 515).

Numerosas situaciones admiten representaciones o escrituras matematicas, por medio de expresiones algebraicas que no - ‘7\

son Gnicas.
Férmulas en N: Produccion de formulas | Se podran estudiar algunas técnicas necesarias para el trabajo algebraico, como:
que permitan calcular el paso n de Utilizacién de paréntesis para indicar prioridad de operaciones con expresiones algebraicas. |
un proceso que cumple una cierta Suma de expresiones algebraicas sencillas, como 3x + 5x. |
regularidad Multiplicacion de expresiones algebraicas sencillas por naturales. La propiedad distributiva en expresiones del tipo (

4(n-1) =4n-4. -

Transformaciones que den cuenta de Sacar factor comun como inversa de la propiedad distributiva
la equivalencia entre las diferentes Se podré proponer el estudio de relaciones entre cantidades asociadas a la divisibilidad, por ejemplo la suma de dos CO ntemdo refe I’i d o a] desa rrollo
escrituras de las formulas producidas. | mltiplos, si un numero es multiplo de otro y este de un tercero, el primero es multiplo del tercero, etc. Este tipo de

situaciones resulta un lugar pertinente para volver sobre las propiedades de las operaciones. dela generaﬁza CiO’ﬂ v las fo’ rmulas
Validacion a través de las propiedades
de las operaciones aritméticas: uso de (GCABA' 20] 5, p 5] 5)

propiedad distributiva y de factor comn,

https://bit.ly/3SQeovb

Propiedades ligadas a la divisibilidad
nN.
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Se establecen los siguientes propdsitos.

Utilizar las propiedades de los nimeros naturales y sus operaciones paraleery produ-
cir férmulas que modelicen situaciones, transformar expresiones en otras equivalen-
tes y obtener nueva informacioén y producir argumentos que den cuenta de la validez
de lo realizado. Se espera que los estudiantes, frente a un problema que demande,
por ejemplo, establecer una regularidad en una configuracion, puedan identificar las
variables en juego, las relaciones que entre ellas se puedan establecer, producir una
escritura matematica que dé cuenta tanto de la relacion entre las variables como de
la regularidad que se ha podido establecer. Por otro lado, se podra indagar sobre la
unicidad o no de la férmula a partir de equivalencias entre expresiones diferentes que

pudieran haberse elaborado (GCABA, 2015, pp. 529 y 530).

Ademas de estos contenidos, se espera también promover un acercamiento a las expre-
siones algebraicas que modelan fendmenos y procesos lineales, partiendo de los de pro-
porcionalidad directa, que podrian trabajarse en ediciones futuras (GCABA, 2015, p. 518).

Anlisis de tablas de funciones de
proporcionalidad. La pendiente y la constante
de proporcionalidad en una tabla de valores.

Problemas que demanden la produccion de un
modelo algebraico de situaciones lineales.

Aproximacién gréfica a la solucion de
ecuaciones lineales con una variable que
surgen de diferentes problemas.

Se propone como parte del trabajo con formulas de funciones lineales, “aprovechar” para tratar acé algunas de

las férmulas trabajadas en la unidad 1 del eje Numeros y dlgebra dando esta vez un tratamiento mas funcional
incorporando la representacion grafica

Elinicio a ecuaciones se plantea a partir de funciones y el calculo de la imagen inversa de un valor del dominio. Se
proponen los problemas de encuentro como un medio fértil para abordar el estudio de las ecuaciones. Se trata de
que los estudiantes aproximen las soluciones por medio de la lectura de los puntos de interseccion de rectas en el
registro de 0s gréficos cartesianos.

El tera de la resolucion de ecuaciones de primer grado con una incégnita comienza en primer afio pero se aborda
en toda su complejidad recién en segundo. Para este primer abordaje se propone la representacion grafica de la o las
situaciones involucradas como herramienta para la obtencion de una solucion aproximada. Algebraicamente se espera
que los estudiantes puedan resolver ecuaciones sencillas.

Trabajo con ecuaciones lineales
(GCABA, 2015, p. 518).
https://bit.ly/319uHyf

Otro contexto del uso de las formulas se da en el caso de algunos contenidos geométri-
cos del eje Geometria y medida, como los de area y perimetro y el teorema de Pitagoras,
tal como se plantea en el documento de GCABA (2015, pp. 518 y 519), especificamente “se
trata de volver sobre las ideas de perimetro y area pero en este caso consideradas varia-
bles avanzando en el tratamiento de expresiones algebraicas”

Construcciones de figuras que incluyan
circunferencias y circulos. Uso del compis

y de la computadora para la construccion

de distintas figuras apelando a la idea de
equidistancias.

Construccion de triangulos dados dos y

tres elementos, a partir de la definicion de
circunferencia. Discusion sobre la existencia y
unicidad de la construccion

Elaboracion de criterios para decidir sobre

la congruencia de tridngulos. Problemas

de exploracion, formulacion y validacion de
conjeturas sobre la base de los criterios de
congruencia de triangulos

Perimetro y érea de triangulos. Estudio de la
variacion del 4rea en funcion de la variacion de

Como resultado del trabajo de construccion que se propone, se espera que los estudiantes tengan dominio del uso
de instrumentos y dispongan de la definicion de circunferencia, requisitos necesarios para entender y justificar las
de tringulos y 5

Las actividades de construccion de tringulos tienen por objeto la produccion de nuevas propiedades de las figuras,
necesarias para posteriores. La 6n con los tos para la realizacion de los dibujos
debe ir acompanada de un cierto grado de anticipacion.

Las primeras construcciones apuntan a la puesta en escena de criterios de congruencia de tridngulos. En un primer
momento se acepta el uso de regla graduada y transportador y la medicién como criterio valido para construir angulos
y segmentos congruentes.

El enunciado de criterios de igualdad de triangulos se propone a partir del trabajo de construcciones realizado y de la
discusion acerca de la existencia y unicidad

Para decidi la existencia y unicidad de la solucion en los distintos casos de congruencia, se esperan justificaciones
que se apoyen en la visualizacion y en la intuicién. Una vez establecidos criterios de congruencia de triangulos, podran
justificarse las construcciones con regla no graduada y compés.

Se trata de volver sobre las ideas de perimetro y 4rea pero en este caso consideradas variables avanzando en el
Igebr

Ia base o altura y
de formulas

de

Uso delas formulas en el contexto
dela geometria (GCABA, 2015, pp.
518y 519)

https://bit.ly/319uHyf
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En segundo ano de secundaria el salto de abstraccion se presenta en términos de emplear
las férmulas explicitamente para modelar las propiedades numéricas, 1os fendmenos linea-
les y los comportamientos geométricos. He aqui algunos de los contenidos que abordar.

Tabla 17. Uso de las férmulas en 2.° de secundaria (GCABA, 2015, pp. 522 y 524)

Eje/Unidad Contenido declarado Alcances y sugerencias para la ensefianza
NuUmerosy Produccién de formulas No es un objetivo la utilizacién de las férmulas de
algebra. NUmeros | para contar. El diagrama combinatoria, sino la produccion de estrategias de
naturales: de arbol como recurso solucidn. Interesa destacar aquellos procedimientos

combinatoria.

para contar de manera
exhaustiva.

de resolucién que aseguren la exhaustividad y el papel
que juegan las representaciones con las cuales se
intenta organizar el conteo de la coleccion. Las formulas
seran construidas por los/as estudiantes a partir de la
generalizacion propuesta en un problema, continuando
con la actividad iniciada en algebra en primer ano.

NUmeros
y dlgebra.

Ndmeros enteros:

divisibilidad

Produccién, formulacién
y validacién de conjeturas
referidas a cuestiones de
divisibilidad

También se trata de introducir el dlgebra como
herramienta para conocer propiedades de las
operaciones. Los problemas que se presenten a los/as
estudiantes podran proponer la puesta en juego del
trabajo algebraico.

Funcionesy
algebra. Ecuacion
delarecta

Resolucién de problemas
que se modelizan con
ecuaciones lineales con
dos variables.

Se propone que el trabajo implique 1a resoluciéon de
problemas en contextos de manera de avanzar enla

idea de modelizacién mediante una ecuacion con dos
variables, pero que incorporan restricciones de modo de
resultar un conjunto finito de pares como solucion. Se
propone que la ecuacion no sea solamente una “igualdad
con incognita”, sino la expresion de una condicidn sobre
un conjunto de numeros que tiene asociada un conjunto
solucion. En ese sentido, las ecuaciones sin solucion

y las ecuaciones con infinitas soluciones deben ser
tratadas enigualdad de condiciones y no como casos
“raros”. La nocion de ecuacidn equivalente y 1a discusion
acerca de distintas operaciones que dejan invariante el
conjunto solucion deben estar incluidas en el trabajo en
torno al tratamiento de las ecuaciones.

Funciones

y dlgebra.
Funcién de
proporcionalidad
inversa

Problemas que se
modelizan con funciones
de proporcionalidad
inversa.

Estudio de 1a funcidn 1/x.
Corrimientos. Asintotas.

Se propone que los/as estudiantes puedan tratar con
problemas que pongan en funcionamiento relaciones de
proporcionalidad inversa, puedan avanzar en el trabajo
con féormulas y graficos, asi como estudiar las relaciones
entre la variacion del grafico y 1a variacidon de 1a férmula
en términos de corrimientos.

Sobre la base de 1o expuesto previamente, es importante destacar que el trabajo con las
formulas debe buscar los procesos de generalizacidon y simbolizacidn, asi como el de-
sarrollo de un sentido simbdlico, en cualquier nivel en el que se estén considerando. Es
decir, exige una congruencia de significado entre los elementos de 1os objetos que se
trabajany el contexto en el que se esta trabajando. Las preguntas principales que se pro-
ponen atender son las siguientes.
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Tabla 18. Preguntas clave para el trabajo con la generalidad, 1a simbolizacién y el sentido simbdlico

Grado/ | Preguntas clave parala orientacion Preguntas para promover los procesos de
Aho didactica generalizacidn, simbolizacion y sentido simbdlico
6.° = ;Se promueve una actividad de = ;Podés detectar algun patrén de relacion entre las
generalizacion? cantidadesy las operaciones?
= ;La estructura de la actividad = Analizd los casos 1, 2, 3, spodés encontrar alguna
permite la induccion? relaciéon entre las cantidades y las operaciones?, squé
= ;Lasylos estudiantes reconocen las guardan en comun?, jqué cambia?
estructuras aritméticas subyacentes? = 4Qué significa cada uno de los elementos de tal
relacion con el procedimiento que las vincula? Por
ejemplo, en la operacion 28 x 45 +1=1.261, ;qué
cantidad es el divisor?, ;cual es el dividendo?, scual es
el cociente? y scual es el residuo?
7.° » sCOmo puedo promover una = ¢Podés detectar algun patron de relacion entre 1os
experiencia diversa con el trabajo de elementos que observas en las secuencias (numéricas o
la generalidad? figurales)?
= ¢La estructura de la actividad = Analiza los casos 1, 2, 3, spodés encontrar alguna
permite la induccion? relacion entre las cantidades y cada uno de los casos?,
= ;Lasylos estudiantes reconocen las équé guardan en comun?, ;qué cambia?
estructuras aritméticas subyacentes? = ;Podés expresar de manera escrita tus hallazgos para
= ;COmMo puedo promover un que cualquiera de tus companeros/as los entienda?
acercamiento a la escritura de esas = ;Qué significa cada uno de los elementos que usaste
generalidades de manera matematica? | en tu expresidn con relacion al patrén que detectaste?
1.° = COmo puedo promover la deteccidn | = sPodés detectar algun patron de relacion entre los
de la generalidad de las propiedades elementos que observas en las secuencias (numeéricas o
numeéricas, figurales o geomeétricas? figurales)?
= ;COmo puedo promover un = Analiza los casos 1, 2, 3, spodés encontrar alguna
acercamiento a la escritura de esas relaciéon entre las cantidades y cada uno de 1os casos?,
generalidades de manera matematica? | squé guardan en comun?, jqué cambia?
» sCOmo se puede promover la = ¢Podés expresar con simbolos tus hallazgos para que
identificacidon de 1a equivalencia entre cualquiera de tus companeros/as 1os entienda?
distintas expresiones simbdlicas? = ;Qué significa cada uno de los simbolos que usaste en
= ;Como puedo robustecer el sentido tu expresion con relacion al patron que detectaste?
simbodlico en mis estudiantes? = ,A qué caso de la secuencia le corresponden 36
elementos?
2.° = sCOmo puedo promover la deteccidn | = sPodés detectar algun patron de relacion entre los
de la generalidad de las propiedades elementos que observas en las secuencias (numéricas o
numeéricas, figurales o geométricas? figurales)?
= sCoOmo puedo promover un = Analizalos casos 1, 2, 3, 4podés encontrar alguna
acercamiento a la escritura de esas relacion entre las cantidades y cada uno de 1os casos?,
generalidades de manera matematica? | ;qué guardan en comun?, ;qué cambia?
= ;COmo se puede promover la = ;Podés expresar con simbolos tus hallazgos para que
identificacidon de 1a equivalencia entre | cualquiera de tus compaferos/as los entienda?
distintas expresiones simbodlicas? = ;Qué significa cada uno de los simbolos que usaste en
= sComo puedo robustecer el sentido tu expresion con relacion al patron que detectaste?
simbdlico en mis estudiantes? = ¢A qué caso de la secuencia le corresponden 36
elementos?
= ¢Podrias explicar por qué, al considerar un caso
especifico, la expresion n(n + 2) devuelve la misma
cantidad que la expresidn n?2 + 2n? Encontra otra
expresion que devuelva la misma cantidad que las dos
expresiones previas para un caso especifico. ;Cémo la
obtuviste?
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Notese que los cuestionamientos propuestos para promover la generalizacion, simbo-
lizaciéon y sentido simbdlico requieren de la construccidn de escenarios en el aula que
permitan la comunicacion explicita respecto a lo que observan, comprenden y abstraen
de las situaciones. Es fundamental construir estos espacios que permitan una discusion
colectiva de los argumentos, conjeturas y perspectivas, no Unicamente sobre como ge-
neralizar, sino también sobre aquello que generalizan, con la intencidén de que todas estas
formas de pensamiento puedan eventualmente institucionalizarse.

La progresion propuesta en los materiales curriculares parte del trabajo con la deteccion
de regularidades a partir de la exploracion, principalmente numérica, al final de 6.° y prin-
cipio de 7.° grado. Para esta exploracion es importante promover la induccién con 1a in-
tencidon de que la generalizacidn sea mas robusta.

Por ejemplo, si se emplea el algoritmo de la divisionenteraD=d-c +r;r< D, es fundamen-
tal, en primera instancia, una exploracién numérica como la que se propone en GCABA
(2001, pp. 74-78; 2023¢, pp. 37-40) en la que, a través de un proceso inductivo con mu-
chos casos, se establezcan relaciones entre cada uno de los componentes de la féormula.
Eventualmente, se busca hacer explicita la formula y generar conclusiones al respecto.

Principalmente, es en el 7.° grado donde se comienza con la construccién de férmulas
por medio de los procesos de generalizacion y simbolizacidon descritos ampliamente en el
apartado previo.

En el caso de una actividad como 1a de la Imagen 29, notese que en la propuesta no se
incluye explicitamente la consigna de solicitar 1a expresidn verbal o escrita de 1o que se
esta detectando al momento de identificar la regularidad. Es importante hacer explicito
este proceso en el aula, no solo para que mediante ellenguaje se estructure el pensamien-
to de las y los estudiantes, sino también para que las y los docentes tengan informacion
respecto de 1o que ven y como 1o ven sus estudiantes (dadas las posibles diferencias de
percepcion).

Una secuencia sugerida podria ser como la siguiente (Lopez-Acosta, 2016).

Observa la siguiente secuencia de imagenes.

Casol Caso 2 Caso 3 Caso 4

a. Elabora una explicacion verbal sobre como cambia la cantidad de cruces de un caso
a otro.

b. Dibuja como se deberia ver el caso 7.

c. Completa la siguiente tabla. En caso de que no se indique el nimero de caso, de-
terminalo.
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Caso Cantidad de cruces
1
2
8
4
5
6
15
38
21
70
101

d. ;Como le explicarias por escrito a una persona que no puede ver la secuencia como
calcular la cantidad total de cruces para cualquier caso? Escribi tu explicacion.

e.Imagina ahora un caso que llamaremos n, es decir, un caso general. Expresa una for-
mula con simbolos para el caso n con la que se pueda calcular la cantidad de cruces
que tendria ese caso.
f. Considera la formula 2n + 2. Respondé las siguientes preguntas.

2n + 2

\4

\4

¢Cémo se
relaciona este
simbolo con
la secuencia?
Explica.

¢Coémo se
relaciona este
simbolo con
la secuencia?
Explica.

¢Cémo se
relaciona este
simbolo con
la secuencia?
Explica.

¢Como se
relaciona este
simbolo con
la secuencia?
Explica.

En el avance de 1.° a 2.° se debe procurar el trabajo con la identificacidon de las expresio-
nes equivalentes. Para ello, resulta conveniente el uso de distintos patrones que pudieran
desencadenar una diversidad de expresiones, como el mostrado en la Imagen 30.

Imagen 30. Ejemplo de patrédn figural con la posibilidad de multiples expresiones asociadas (adap-

tado de Mason, 1996)

Caso1 Caso 2 Caso 3 Caso 4
| |
| | | |
| | | | | |
| | | | | | | |
| ] | L [ ] ]| EEREEER AEREEEEEEN
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Imagen 31. Distintas regularidades figurales percibidas (Lopez-Acosta, 2016)

! — (4n+1)—n

Se recomienda invitar a exponer a distintos grupos de estudiantes con diversas expresio-
nes que muestren como las obtuvieron y bajo qué procesos visuales para convencer a sus
pares sobre la validez de estas regularidades y coémo les permitieron determinar las formu-
las. Solo cuando el grupo de estudiantes sea consciente de la equivalencia de los procesos
de pensamiento por las deducciones planteadas y el hecho de que permitan obtener los
mismos resultados, habra espacio para determinar la equivalencia entre las expresiones.

Otra sugerencia para promover la discusion de la equivalencia de las expresiones es hacer
la solicitud explicita, por ejemplo, mediante unainstruccién como la siguiente: ademas de
la formula que determinaste, intenta proponer otra formula que también permita calcular
la cantidad de objetos para cada caso especifico.

Estos son solo algunos ejemplos respecto de cémo producir los procesos de generaliza-
cién, simbolizacidon y sentido simbdlico. En los documentos curriculares se presenta una
gran variedad de estas actividades, con la salvedad de que no en todas se proponen expli-
citamente estos procesos detallados previamente. Mostraremos un ejemplo en el que si
hay indicios de una progresion haciala generalizacion. Considérese la siguiente actividad:

Imagen 32. Actividad que promueve la generalizacidn y simbolizacién (GCABA, s/f a, pp.1y 2)

éUtilizamos algun procedimiento para Q Pista: Para poder decidir cudl es la figura que sigue en la
conta r—, secuencia, pueden dibujar la secuencia de figuras.

2. Completen la siguiente tabla con la cantidad de fosforos
necesarios para formar, siguiendo la secuencia, la cantidad de

Antes de empezar
P tridngulos indicada.

Tengan en cuenta que pueden trabajar con un/a compafero/a
para resolver las actividades. También los puede ayudar dibu-
jar con lapiz y papel o con GeoGebra.

Antes de comenzar con las actividades, discutan con sus com- J 3

Tridngulos Fésforos

pafieros/as como podrian encontrar la cantidad de elementos
que se necesitan para armar una figura que se encuentra en
cierta posicidén en una secuencia que cumple una cierta regu-
laridad. Por ejemplo, si en la posicion 1 hay “dos cuadraditos”,

4

8

en la posicion 2, “cuatro cuadraditos”, en la posicién 3, “seis

cuadraditos”, ¢cuantos habra en la posicion 5? 40
100
1. Observen la siguiente secuencia de figuras y respondan las 200

preguntas.
Pista: Para completar la tabla pueden observar la secuencia

= 5 ) de figuras dibujada y ver si, cada vez que dibujan la siguiente,
se mantiene alguna regularidad. Particularmente, los/as puede
ayudar tener en cuenta cuantos fosforos van agregando en
cada figura de la secuencia. Por ejemplo, para dibujar la figura
© <© © @)

6 de la secuencia, ccudntos fosforos agregan a la figura 5?

Figura 1 Figura 2 Figura 3
3. En la carpeta, expliquen cémo calcular el nimero de fésforos a
a. ¢Qué figura ocupard el cuarto lugar? éCuantos fosforos son partir de la cantidad de tridngulos que pueden formar con ellos.
necesarios para construirla?
b. ¢Qué figura ocupara el quinto lugar? ¢Y el sexto? éCudntos Pista: Los/as puede ayudar intentar describir, a modo de un
fosforos son necesarios en cada caso para poder dibujarlas? instructivo, lo que hicieron al dibujar cada nueva figura.
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4. Sofia dice que, para averiguar cuantos fosforos se necesitan
para armar la figura que tiene 100 tridngulos, puede hacer el
siguiente calculo:
3+2x(000-1
¢(Estan de acuerdo? En la carpeta, expliquen como lo pensaron.

Pista: Los/as puede ayudar tener en cuenta los célculos que
hicieron para determinar la cantidad de fosforos para las
distintas figuras.

5. ¢Es posible que una de las figuras tenga 36 fdésforos? ¢Por
qué?

Pista: Los/as puede ayudar considerar la explicacion de la
actividad 3 u observar el procedimiento utilizado por Sofia.

Antes de terminar

Observen que, para determinar la cantidad de fosforos en la se-
cuencia de figuras, cuando tenemos pocos tridngulos nos ayuda Z/
el dibujo, pero cuando la cantidad de tridngulos aumenta nece-
sitamos algun procedimiento para poder contar. En la carpeta, ‘

expliquen con sus palabras para qué les sirve encontrar algun
procedimiento de conteo.

Para profundizar

Para seguir estudiando sobre las férmulas para contar, les
proponemos que vean el siguiente video.

Apoyo Escolar Secundaria - Produccion de formas

\
v regularidad (1. ° ANO) E éE @
EducacionBA ir 4

https://bit.ly/3gasFpc E

Duracion: 2:27 minutos.

Escaned este cddigo para acceder al contenido.

Obsérvese que la consigna 1 propone dos procesos:
a. La exploracion del patrén, en la que se pregunta sobre un caso especifico, el siguien-
te a los presentados. Esta pregunta tiene como finalidad la exploracion inicial que in-
duzca a la busqueda de la visualizacion de la regularidad, 1a diferencia y 1a relacion

entre las partes.

b. El reforzamiento de 1o solicitado en a. puesto que se pregunta sobre mas casos. Ade-
mas, mediante la pregunta jcudntos fosforos son necesarios en cada una para poder
dibujarios?, se busca el planteamiento de las regularidades identificadas.

Notese que en la instruccion inicial ya se promueve la produccion de discursos para ex-
plicar el patrdn. Incluso se sugiere el uso de dibujos como una de las pistas.

Imagen 33. Instruccién que indica la comunicacién de las ideas (GCABA, s/fa, p. 1)

Antes de empezar

Tengan en cuenta que pueden trabajar con un/a compafero/a
para resolver las actividades. También los puede ayudar dibu- 9
jar con lapiz y papel o con GeoGebra. =
Antes de comenzar con las actividades, discutan con sus com-
pafieros/as cdmo podrian encontrar la cantidad de elementos

que se necesitan para armar una figura que se encuentra en
cierta posicién en una secuencia que cumple una cierta regu-
laridad. Por ejemplo, si en la posicion 1 hay “dos cuadraditos”,

en la posicion 2, “cuatro cuadraditos”, en la posicion 3, “seis
cuadraditos”, ccuantos habra en la posicién 5?

Posteriormente, en la consigna 2, aparece un recurso importante para apoyar este proce-
so de generalizacion: la tabla. Con ella se busca transitar del contexto figural al numérico,
puesto que se busca la abstraccion de las variables necesarias para determinar el patron.
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Imagen 34. Registro tabular para promover la transicién hacia lo numérico (GCABA, s/f a, p. 2)

@ Pista: Para poder decidir cudl es la figura que sigue en la
secuencia, pueden dibujar la secuencia de figuras.

2. Completen la siguiente tabla con la cantidad de fdésforos
necesarios para formar, siguiendo la secuencia, la cantidad de
tridngulos indicada.

Tridngulos Fosforos

3

4

8

40

100

200

Pista: Para completar la tabla pueden observar la secuencia
de figuras dibujada y ver si, cada vez que dibujan la siguiente,
se mantiene alguna regularidad. Particularmente, los/as puede
ayudar tener en cuenta cuantos fosforos van agregando en
cada figura de la secuencia. Por ejemplo, para dibujar la figura
6 de la secuencia, {cuantos fosforos agregan a la figura 5?

Notese tambien coémo se hace especifico, en la pista inferior, que se centre 1a atencion en
una de las constantes en el comportamiento: el término independiente b de la relacion
linealy = ax + b. En este caso, 2.

Conla consigna 3 ya se intenta el proceso de generalizacion, ya no solo de manera verbal,
numeérica o figural, sino tendiendo a la simbolizacion. Esto se da mediante la instruccion
“expliquen como calcular el nimero de fosforos a partir de 1a cantidad de tridngulos que
pueden formar con ellos”. Notese que ya no se especifica para un caso concreto.

Con la consigna 4 se busca hacer converger las posibles formas de expresion del patron
hacia la concrecion de 1a expresion algebraica. Esto se hace con la ayuda de un caso ex-
presado con la notaciéon simbdlica 3 + 2(100 - 1) para que las y los estudiantes puedan
verificar que, silograron deducir el comportamiento, esta forma de expresar el caso 100
cumpliria con su deduccion vy, por tanto, seria equivalente. Se busca la determinaciéon de
laexpresion 3+ 2(n -1) parala progresion aritmética subyacente. A aquellas personas que
aln no hayan detectado el patrénles servira para aceptar esta forma de expresion, al notar
que si se corresponde con el comportamiento.

Finalmente, con la consigna 5 se trata de promover una reversibilidad del proceso, al pre-
guntar ahora sobre una cantidad especifica de objetos para obtener el caso al que le co-
rrespondia. Esta accion es importante por el hecho de que la reversibilidad permite re-
flexionar sobre la estructura matematica subyacente.

Cabe destacar que, posteriormente a este trabajo, es importante que, al proponery con-
cretar distintas expresiones, pueda especificarse qué representa cada uno de los signos
empleados en las expresiones. Esto conducira al robustecimiento del sentido simbdlico,
puesto que en todo momento hay correspondencias entre 1os signos propuestos (pala-
bras orales, palabras escritas, gestos, figuras) con el contexto.
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Enlos siguientes enlaces se muestran otros ejemplos presentes en los distintos materia-
les curriculares con 1os que se puede generar el mismo tipo de actividad. Cabe destacar
que estos casos no presentan como tal una secuenciacidn explicita como la mostrada

previamente.

GCABA (2021b, p. 21)
https://bit.ly/3TbIChW

GCABA (2018b, p. 30)
https://bit.ly/4c7WNaX

[=]

GCABA (2021b, p. 20)
https://bit.ly/30RZIlus

Actividad 3
Natalia y German

GCABA (2018b, p. 27)
https://bit.ly/48PRt9d
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https://bit.ly/3ORZIus
https://bit.ly/48PRt9d
https://bit.ly/4c7WNaX
https://bit.ly/3TbJChW

Unidad de

anilisis Primaria Secundaria
Nivel 6.° 1.° 1.° 2°
Introducir a lasy los Profundizar en los procesos Construccién de Construccién de
estudiantes a los procesos | de generalizacion mediante expresiones algebraicas expresiones algebraicas
de generalizacion mediante | el trabajo inductivo de mediante procesos mediante procesos
Objetivo el trabajo inductivo reconocimiento de relaciones | de generalizaciony de generalizaciony
del afio de reconocimiento de numéricas y figurales. Se simbolizacion. establecimiento de
relaciones numéricas. inicia la busqueda de una relaciones de equivalencia
simbolizacién mas cercana a entre expresiones.
la formal.
Para introducir al Profundizar en el estudio El tratamiento de Profundizar en el
estudio de los procesos de los procesos de la generalidad debe tratamiento de la
de generalizacion generalizacidn conlleva el sustentarse de generalidad buscando la
es pertinente elegir uso de otros contextos de manera explicita en la construccion de expresiones
situaciones de relaciones patrones de regularidad. secuenciacion: “visualizar” | algebraicas més formales,
aritméticas para generar Importa acercarse a formas la regularidad, la su manipulaciony
inductivamente esas de expresion cada vez mas diferencia y la relacion establecimiento de
Ideas relaciones de manera simbélicas. entre las partes, generar equivalencias entre varias
fuerza general. Debe promoverse la discursos que den de ellas. Ademas, debe
secuencia: “visualizar” la cuenta de la regularidad, promoverse un sentido
regularidad, la diferencia y produccién de signos simbdlico.
la relacion entre las partes, escritos. Ademés, debe
generar discursos que den buscarse explicitamente
cuenta de la regularidad, una escritura sintética
produccién de signos escritos. | y promover un sentido
simbdlico.
e ;Cémo se detecta un e ;Cémo se detecta un Retomar preguntas (1) y (2) | Retomar preguntas (1), (2),
patrdn de relacion entre patrdn de relacion entre los e ;Como expresar con (3), )y (5)
las cantidades y las elementos que se observan en | simbolos los propios e ;Como explicar por qué,
operaciones? ciertas secuencias (numéricas | hallazgos para que al considerar un caso
e Si se analiza el caso 1, o figurales)? (1) cualquier persona los especifico, la expresion
el caso 2, el caso 3, ;cémo | e Si se analiza el caso 1, entienda? (3) n(n+ 2) devuelve la misma
encontrar alguna relacion el caso 2, el caso 3, ;cémo e ;Qué significa cada uno | cantidad que la expresion
entre las cantidades y encontrar alguna relacion de los simbolos que se m+2n)?
las operaciones?, jqué entre las cantidades y cada usan para representar la Determinar otra expresion
guardan en comdn?, ;qué uno de los casos?, jqué relacion con el patron de que devuelva la misma
Preguntas cambia? guardan en comin?, ;qué comportamiento detectado? | cantidad que las dos
clave e ;Qué significa cada cambia? (2) (4) expresiones previas para
uno de los elementos de e ;Cémo expresar de manera e ;Aquécasodela un caso especifico.
la expresion matematica escrita los propios hallazgos secuencia le corresponden
con relacion a las para que cualquier persona los | cierta cantidad de
operaciones aritméticas entienda? elementos? (5)
y procedimientos que los e ;Qué significa cada uno de
vincula? los elementos de la expresion
matematica que se usan para
representar la relacion con
el patron de comportamiento
detectado?
o fstudiary aprender en o Estudiary aprender en o ;Utilizamos algin o [studiary aprender.
Sexto (GCABA, 2023e) Séptimo (GCABA, 2023f) procedimiento para contar? | 2.° afio. Tomo 2 (GCABA,
Materiales o fstudiary aprender en o Estudiary aprender: un Ficha didéctica 1.° de 2021d)
propuestos Séptimo (GCABA, 2023f) puente entre primaria y secundaria (GCABA, s/f a)

secundaria (GCABA, 2023ay
2023g)
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Capitulo 3. Funcion lineal
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3.1. Ubicacion curricular

Este apartado pretende visibilizar donde y cdmo se presentan los objetivosy alcances cu-
rriculares relativos al contenido especifico de funcidn lineal. Para ello, profundizaremos
en la distincion entre proporcionalidad directa y variacion lineal, poniendo énfasis en la
idea de la variacién. Para la revision se consideraran diferentes documentos publicados

por el Gobierno de la Ciudad Autonoma de Buenos Aires (GCABA).

Tabla 19. Sintesis de ubicacion curricular del contenido de funcidn lineal

curriculares

una situacion sea de
proporcionalidad directa.
(p. 127)

Eje: Funciones y algebra.
Aproximacion a las funciones
a través de graficos

e Andlisis de procesos

que crecen o decrecen
uniformemente. Procesos
lineales discretos y procesos
continuos, formula para
describirlos.

e La funcién lineal como
modelizadora de situaciones
de crecimiento uniforme.

e Diferenciacion entre
crecimiento directamente
proporcional y crecimiento
lineal pero no proporcional.
e Andlisis de tablas de

funciones de proporcionalidad.

La pendiente y la constante de
proporcionalidad en una tabla
de valores.

(p. 517)

Unidad de L .
i Primaria Secundaria
Nivel 6.° 1.° 1.° 2.°
Objetivos de aprendizaje para las escuelas de Educacion | Disefio curricular nueva escuela secundaria de la Ciudad de
Inicial y Primaria de la Ciudad Auténoma de Buenos Aires | Buenos Aires, ciclo basico (2* ed., 2015) (seleccién de los
(2014) (seleccion de los contenidos que trabajaremos en | contenidos que trabajaremos en este documento)
este documento)
Tema: Niimeros naturalesy | Tema: Nimeros Eje: Funciones y algebra. Eje: Funciones y algebra.
operaciones naturales y operaciones | Aproximacion a las funciones | Funcion lineal
e Participar de discusiones | ® Reconocer y utilizar la a través de graficos  Revision de la nocion de
y de la produccién de relacion D=d xc +r, e Graficos cartesianos: funcién lineal como modelo
explicaciones que se conr<d. interpretacion y produccion. de variacion constante.
basen en el andlisis de las e Analizary utilizar los Lecturas directas de los Identificacion de puntos que
operaciones subyacentes a criterios de divisibilidad graficos. Inferencia de pertenecen al gréfico de la
las escrituras numéricas. para establecer informacion a partir de la funcion.
(p. 124) relaciones entre lectura del gréfico. ® Problemas que se
nameros, entre calculos e |dentificacion de las modelizan con funciones

Tema: Relaciones entre y establecer cocientes y variables que se relacionan lineales con una variable.
variables restos. y analisis de la variacién de (p. 523)
e Analizar las relaciones (p. 126) una en funcién de la otra.
entre diferentes Imagen inversa de un punto Eje: Funciones y algebra.
procedimientos para Tema: Relaciones entre | usando como apoyo las Ecuacion de la recta
resolver problemas de variables representaciones gréficas. e Ecuacion de la recta.
proporcionalidad. e Analizar las (p. 517) ® Produccién de la

Objetivos (p. 125) condiciones para que representacion gréfica y de

la ecuacién de una recta

a partir de ciertos datos:
dos puntos cualesquiera,

un puntoy la pendiente,

los puntos donde corta a

los gjes.

® Problemas que se
modelizan con ecuaciones
lineales con una incognita.
Ecuacion lineal a una
variable.

© Representacién en la recta
numérica de las soluciones
de una inecuacion lineal con
una incognita.

(p. 524)
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Unidad de

caracteristicas del grafico de
las funciones lineales.

e Estudiar fendmenos que se
representan mediante una
relacion de proporcionalidad
directa como introduccion a la
funcion lineal.

analisis Primaria Secundaria
e Caracterizar los fenémenos e Estudiar la propiedad
lineales mediante un analisis | fundamental de las
comparativo de diferentes funciones lineales (Dy/Dx =
problemas; algunos de ellos constante).
que describen procesos de e Estudiar las ecuaciones
crecimiento uniforme y otros lineales a partir del trabajo
que no. con funciones, donde las
Alcances e Expresar dichos fenémenos soluciones son valores
planteados por férmulas lineales en la puntuales para un valor
desde la variable independiente (x), del | determinado.
propuesta tipof(x)=ax+b.
actual o |dentificar globalmente las

Progresiones

 Bisqueda de regularidades.
 Produccién de formulas.

e Variacion uniforme.
® Proporcionalidad directa.

Proporcionalidad directa

Ideas e Proporcionalidad directa. e |nterpretacion de parametros.
principales o Articulacion de representaciones.
 Modelizacion de fendmenos lineales.

Divisibilidad

o |dentificar multiplos y divisores de un niimero natural a partir de su descomposicion en factores, la justificacion del
Estudiar y funcionamiento de ciertos criterios de divisibilidad y el anélisis de la informacion que brinda un célculo combinado en
aprender términos de sus mdltiplos y/o divisores. (GCABA, 2023a, pp. 13y 14)

PUENTE

e En los diferentes problemas que se proponen, y en el marco de los nimeros naturales y racionales, se pretende recuperar
lo trabajado en afios anteriores para poner en discusion cuéles son las condiciones que tienen que existir para que dos
magnitudes se relacionen de manera directamente proporcional.

Representaciones graficas

e | a (ltima seccién de esta unidad est4 conformada por algunos problemas que invitan al trabajo con ciertas
representaciones graficas entre variables y su conexién con los modelos proporcionales. (GCABA, 2023a, pp. 12y 13)

Es importante hacer hincapié en que varios de los objetivos curriculares de segundo ciclo
de primaria (6.°y 7.°) no son explicitamente en torno a la funcién lineal. Sin embargo, se
consideran de gran aporte para el desarrollo de las ideas principales en las progresiones.
Por ejemplo, analizar y utilizar 1os criterios de divisibilidad para establecer relaciones en-
tre numeros, entre cédlculos y establecer cocientes y restos es fundamental para recono-
cerlarelacion existente entre los diferentes elementos dela division,D=d xc +r,conr<d,
la cual es una relacién lineal que, si bien no es explicitada en este ciclo, si se trabaja en el
nivel secundario.
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3.2. Contextualizacion disciplinar

El trabajo con funciones lineales es, escolarmente, la introduccion al aprendizaje de 1a no-
ciéon de funcidn y al estudio de los fendmenos de cambio, 10 cual se profundiza principal-
mente en el nivel secundario; por ello, la complejidad de su ensenanza refiere, en general, a
la complejidad de 1a ensefnanza del concepto de funcidn. En ese sentido, las investigacio-
nes han demostrado una serie de dificultades debido a aspectos como el predominio de
una perspectiva estatica en el trabajo con las representaciones graficas, es decir, asumir
que la lectura de una funcion representada en una grafica se da por entendida a partir de
la interpretacion de los pares ordenados, o bien de considerarlos solo como una corres-
pondencia de valores en donde a cada valor de X, la variable independiente, se le asigna
un valor deV, la variable dependiente (tratamiento conjuntista de 1a nocidn de funcion).

En ese sentido, los materiales curriculares propuestos por el Ministerio de Educacién dela
Ciudad Autdnoma de Buenos Aires mencionan que:

En el eje Funciones y dlgebra se propone una aproximacion al estudio de funciones a partir
de los graficos como soporte para estudiar el comportamiento de las variables en juego,
enlugar de un tratamiento conjuntista. La resolucién de problemas vinculados a procesos
que varian, a partir de las representaciones graficas, precedera cualquier definicion formal
del concepto de funcion. (GCABA, 2015, p. 512)

El tratamiento conjuntista hace referencia a un enfoque estatico de las funciones en el
gue suele asumirse que una regla de correspondencia entre dos variables —por ejemplo,
a cada valor de x le corresponde su doble, 10 que se representa como f(x) = 2x, asi cuando
x =3, f(x) = 2(3) = 6— es suficiente para introducir la nocién de funcién. Sin embargo, este
acercamiento poco se relaciona con una situacion de variacioén, es decir, no se hace alu-
sidn a que esta expresidon puede representar un fendmeno en el que una de las variables
cambia de manera constante, por 1o que su variacion es uniforme.

Por ello, no basta con ampliar la definicion de funcidn (no limitarla al tratamiento conjuntis-
ta) sino que resulta importante lograr que las y los estudiantes identifiquen las caracteristi-
cas de los fendomenos que son modelados por funciones, su comportamiento y sus formas
de variacion.

Por eso, el primer apartado de esta seccidon se compone de una reflexidon acerca del en-
foque dinamico como un acercamiento hacia considerar las funciones como una herra-
mienta de modelizacion para el estudio del cambio, ahondando en aspectos cémo ;qué
significa hablar de un enfoque dinamico?, ;qué es la variacién y por qué es importante
profundizaren ella?y iqué rol juegan las representaciones en el estudio de los fendmenos
de cambio?

Se considera de relevancia, también, profundizar con las y los estudiantes respecto de
qué es lo que caracteriza a los fendmenos lineales. Desde el segundo ciclo de primaria
se aborda qué condiciones se requieren para que una situacion sea de proporcionalidad
directa:

El avance supone que los nifos puedan pasar de un uso implicito de sus propiedades a po-

der explicitarlas y reconocer qué situaciones implican relaciones de proporcionalidad y
cuales no. (GCABA, 20193, p. 36)
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Debido a que el estudio de 1a funcion lineal suele ser precedido por el estudio de fendme-
nos de proporcionalidad directa, es comun que las y 1os estudiantes asuman que solo las
relaciones de proporcionalidad directa del tipo y = mx tienen un comportamiento lineal,
sin considerar aquellas cuya representacion algebraica es del tipo y = mx + b (con b distin-
tode 0). Poreso, en el seqgundo apartado profundizaremos en la distincidn entre estos dos
comportamientos con la intencion de evidenciar su diferenciay, por ende, las estructuras
que subyacen a ellos. Asimismo, se invita alasyloslectores a revisar el material de propor-
cionalidad directa de esta misma coleccidn.

Se considera indispensable que asumamos que las y 1os estudiantes pueden trabajar con
relaciones funcionales y comportamientos lineales aun si las expresiones algebraicas de
estos no son explicitas. En un estudio realizado con estudiantes de secundaria por Grueso
(2019) se identificd que:

Algunos estudiantes llegaron a reconocer que, para esbozar una grafica, no necesariamen-
te se debe tener una expresion algebraica que la soporte predeterminadamente. Esto se
evidencio cuando ellos esbozaban la forma de 1a curva dependiendo del comportamiento
de los cambios de una variable respecto de la otra, en términos de la coordinacidn cualita-
tiva y cuantitativa de las cantidades involucradas. (p. 7)

Las tareas alas que alude se fundamentan en el razonamiento covariacional, que es entendido
como un conjunto de actividades cognitivas involucradas en la coordinaciéon de dos cantida-
des que varian mientras se atiende a las formas en que cada una de ellas cambia con respecto
ala otra. En relacion con esto, el documento curricular de secundaria menciona que:

La resolucion de problemas vinculados a procesos a partir de las representaciones graficas
precedera cualquier definicion formal del concepto de funcion.

Los graficos permiten manipular ciertas ideas referidas a conceptos que no estan com-
pletamente definidos (por ejemplo, la nocidn de crecimiento, extremos, etc.) y pueden dar
lugar a un analisis cualitativo de los procesos que representan. (GCABA, 2015, p. 517)

Por ello, profundizaremos en esta seccidon en los aspectos dinamicos desde lo cualitativo
hastalo simbdlico, considerando el estudio de las representacionesy los diferentes enfo-
ques tedricos que estudian los fendmenos del cambio.

3.2.1. Estudio del cambio desde un enfoque dinamico

Como se menciond anteriormente, 1a literatura en torno a la ensenanza y el aprendizaje
del concepto de funcidon sugiere que, contrariamente a la tradicion de iniciar a través
de las definiciones conjuntistas y formales de la nocion de funcidn, se propicie un estu-
dio dindmico de la relacidn entre variables. En ese sentido, GCABA (2015) propone “una
aproximacién al estudio de funciones sin ‘pasar’ por relaciones entre conjuntos finitos,
privilegiando una entrada a partir de la interpretacion y produccion de graficos como
soporte para estudiar el comportamiento de las variables en juego” (p. 517), donde el
estudio de las representaciones graficas es fundamental para desarrollar ideas de movi-
miento, cambio y variacién propias de los fendmenos modelados por funciones.

En ese sentido, es importante aclarar que, desde la perspectiva de esta propuesta, cuan-
do hablamos de las funciones como herramientas para modelar fendmenos de cambio,
nos referimos a la actividad de modelizaciéon matematica, 1a cual supone la toma de multi-
ples decisiones, como cudles son las relaciones relevantes sobre las que se va a operar, 10s
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simbolos que se van a utilizar para representarlas, 1os elementos en los que se apoyara para
aceptar la razonabilidad del modelo que se esta usando, las propiedades que justifican las
operaciones que se realicen, y como interpretar los resultados de esas operaciones en el
problema (Sadovsky, 2005 como se citd en GCABA, 2015).

Por ello, mas adelante ampliamos nuestro acercamiento desde el nivel primario en 5.° grado
hasta el 2.° ano de nivel secundaria, ya que el estudio del cambio desde este enfoque dinami-
co no puede reducirse a la representaciéon grafica de fendmenos, sino, en general, a los pro-
cesos de argumentacién de una situacidon enla que existe variacion. En esta mismalinea, en el
Diseno Curricular para la Escuela Primaria (2012), se menciona que introducir una aproxima-
cionalas funcioneslineales en el segundo ciclo tiene como objetivo no limitar el estudio delo
funcional a las situaciones directa o inversamente proporcionales, alimentando en los ninos
y las ninas la idea de que todos los procesos responden a uno u otro modelo (GCABA, 2012).

Por eso, en esta propuesta hemos optado por un enfoque dinamico centrado en la idea de
variacion, la cual puede existir en una diversidad de fendmenos intra- y extramatematicos,
que van desde las relaciones aritméticas hasta fendmenos de la vida cotidiana. Ademas, el
documento Progresiones de los aprendizajes para secundaria, sugiere que:

La entrada alas funciones que se plantea en el Diseno Curricular se basa en el analisis
y en la produccion de graficos cartesianos, y no en una perspectiva conjuntista. En
un comienzo, el foco esta puesto en comprender que se trata de una relacién entre
variables, de modo que un cambio en una de ellas produce un cambio en la otra. El
propdsito es que los estudiantes desarrollen una mirada tanto de lo puntual (una in-
terpretacién punto a punto del grafico) como de lo global (caracteristicas generales
relacionadas con la curvatura o no, el crecimiento, etc.) [énfasis agregado], segun re-
sulte conveniente. (GCABA, 2020, p. 66)

Para profundizar enlo anterior, se consideran tres lineas importantes de estudios realizados
en torno al aprendizaje y la ensefianza del concepto de funcidn: el estudio de las represen-
taciones (tabular, grafica, algebraica, etc.), el razonamiento covariacional y el pensamiento
variacional.

a. Estudio de las representaciones semiodticas

Diversas investigaciones senalan la importancia de provocar que las y los estudiantes transi-
ten porlas diferentes representaciones de la funcién lineal, pues indican que, de esta forma,
sereconoce, percibey caracterizalavariacion, considerando diferentes contextosy fendme-
nos para modelarlos, describirlos y representarlos mediante diferentes registros semidticos,
los cuales pueden involucrar el lenguaje natural, tablas, graficas y expresiones algebraicas.

En esta propuesta, al considerar la funcion lineal como un caso particular de 1a practica
de modelizacion mediante funciones, atenderemos a las formas en las que se reconoce,
percibey caracterizala variacion en diferentes escenarios, desde los aritméticos hasta los
fendmenos fisicos y del contexto cotidiano.

De manera introductoria, el estudio de las representaciones parte de la busqueda de re-
gularidades a través de la representacidon numerica; en ese sentido, el razonamiento cuan-
titativo involucra el uso de nimeros para representar las cantidades y las relaciones entre
ellas (Thompson, 1993) y es considerado previo al razonamiento covariacional (que se ex-
plica mas adelante).
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Por otro lado, el entendimiento de la nocidn de funcidn esta vinculado con el uso, identifica-
cion, conversion y coordinacion de las representaciones escrita o verbal, algebraica, grafica,
tabular (numérica) y pictdrica (Hitt, 1998), de tal forma que puede tenerse un acercamiento
funcional desde las relaciones numéricas, que mas adelante profundizaremos para el caso de
los elementos de la division. Asi, 1a transicion entre las diferentes representaciones permite
quelasylos estudiantes reflexionen sobre las implicaciones de la situacion de variacién en su
representacion y viceversa; dada una representacion, icomo deberia comportarse la situa-
cion representada? Esto requiere de la coordinacién entre diferentes registros de represen-
tacidny, para el caso de la funcién lineal, Cérdoba et al. (2015) han identificado que:

(..) los errores en la coordinacidon de los registros se observan tanto en la nocion de pen-
diente como enla de ordenada al origen. Si bien se habia previsto la dificultad de 1os alum-
nos en conectar el parametro “a” de la expresion y f(x) = ax + b con la inclinacion de la recta,
resultd un tanto sorpresivo que los problemas de articulacion se manifestaran también, en
un porcentaje similar, con respecto al concepto de ordenada al origen. (p. 35)

Esto quiere decir que no basta con tener una diversidad de representaciones, sino que es
importante coordinarlas de manera que puedan inferirse las implicaciones entre ellas, es
decir, quelasylos estudiantes reconozcan que, enla grafica de una funciénlineal f(x)=ax+b,
el parametroaimplicauncambioenlainclinacién delagrafica, mientras que el parametrob
refiere a una traslaciéon en el plano.

Imagen 35. Ejemplos de las formas de representar transformaciones graficas de la funcion lineal
segun la variacion de los parametrosay b

Las funciones fy g refieren a: Las funciones fy g, refieren a:
f(x) = x f(x) = 3x
g(x) = bx g(x)=3x+5
Asi, una forma de hacer que g se convierta Asi, una forma de hacer que g se convierta
en f, implicaria una rotacién sobre el origen, en f, implicaria un corrimiento de la grafica sobre
lo que se traduce en el factor “5” el plano, 1o que se traduce en el término “+5”.

Adicionalmente, en este tratamiento debemos advertir una dificultad mas, que tiene que
ver con la relacion existente entre la forma de la representacion grafica y 1a forma del feno-
meno representado (representacion pictdrica). Respecto a esto, Hitt (1998) identificd que,
en una serie de tareas en las que, dado un recipiente, se pregunta por el comportamiento
de su llenado con una sustancia a flujo constante, las y los estudiantes suelen trasladar la
forma del fendmeno a la forma de su representacidon grafica (1a representacion icénica a la
representacion grafica).

KKK



Imagen 36. Distincion entre la forma de la representacion grafica y 1a forma del fendmeno (adaptado

de Hitt, 1998)
(a) z A ‘

Superficie vs. altura

=
h h
) ﬁ A A
Superficie vs. altura h h

Asi, desde la literatura, el trabajo con las representaciones semidticas se presenta como
unindicador dela comprension del concepto, las relaciones entre las variables y las impli-
caciones de los cambios entre ellas, 10 cual transita desde la exploracion de las relaciones
entre cantidades (representacién numeérica y tabular), pasando por las formas graficas y
las de las situaciones estudiadas (representacion pictdrica y grafica), hasta el estudio de
los efectos delas condiciones de las situaciones estudiadas en sus representaciones sim-
bodlicas y viceversa (representacion algebraica y grafica), 1o cual lleva a un estudio coordi-
nado de los diferentes registros de representacion.

b. Razonamiento covariacional

Como se menciono anteriormente, el estudio de las funciones requiere del analisis coor-
dinado de las variables involucradas en un fendmeno de cambio, por 1o que la nocidn de
razon de cambio resulta fundamental. Dentro de la literatura se ha demostrado que una
comprension madura del concepto de razén involucra la interpretacion del cambio en
alguna cantidad, 1a coordinacién de dos cantidades y la formacidn de una imagen de la
covariacion simultanea de dos cantidades, por ejemplo, a través de una grafica (Carlson
et al., 2003). Un ejemplo de ello es la grafica del comportamiento del llenado de un reci-
piente a flujo constante, pues en ella se expresa como, en la medida en que transcurre el
tiempo, aumenta la altura del agua dentro del recipiente (ver Imagen 37).

Imagen 37. Representacion grafica del comportamiento de llenado de un recipiente a flujo constante

] )
(N /

Si este fendmeno se analiza para un recipiente cilindrico, la grafica resultante es justa-
mente la de una funcidn lineal, puesto que la forma del recipiente es regular (este ejemplo
se profundiza en el apartado “Pensamiento y lenguaje variacional”).
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Otro ejemplo de esta idea se encuentra en la actividad 3 del apartado “Funcion lineal” de
la serie Estudiar y aprender de 2.° ano de secundaria.

Imagen 38. “Funcidn lineal”, Estudiar y aprender. 2.° afno. Tomo 2 (GCABA, 2021d, p. 21)

Actividad 3

Se desea llenar una pileta chica de lona con una manguera. En el momento de abrir la
canilla, la pileta ya contiene algo de agua. Se sabe que, durante el llenado, el agua sale a un
ritmo constante de 3 litros por minuto.

En la siguiente tabla se registraron algunos volumenes de agua contenidos en la pileta en
distintos tiempos medidos a partir de la apertura de la canilla.

‘ Tiempo (minutos) 5 7 8 9 ‘

‘ Volumen de agua (litros) 34 46 ‘

a. Completd la tabla que relaciona el volumen de agua que tiene la pileta en funcion del
tiempo desde que se abrid la canilla.

b. cCuantos litros de agua tenia la pileta antes de abrir la canilla?

. Si la pileta tiene una capacidad de 490 litros, cudnto tiempo tardd en llenarse?

d. Para cada uno de los siguientes graficos, decidi si puede corresponder a la situacion es-
tudiada o no, y explica por qué.

(2]

Gréfico 1 Gréfico 2 Gréfico 3

5 Volumen de agua (litros) 35 Volumen de agua (litros) 5 Volumen de agua (litros)

30
25

20

" " 5 " . 5 N .
Tiempo (minutos) Tiempo (minutos) Tiempo (minutos)
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

En elinciso d, donde se pregunta por el grafico que representa dicho fendmeno, se puede
considerar la siguiente estrategia.

Se informa que, al momento de iniciar el llenado de la pileta, esta ya contenia algo de agua;
porlotanto, el punto correspondiente altiempo O no puede encontrarse en Olitros. En otras
palabras, 1a linea que proporciona la informacion de la cantidad de agua en la pileta no pue-
de partir desde el origen del plano cartesiano. Esto descarta inmediatamente el grafico 1.

Ademas, se afirma que la pileta es llenada a ritmo constante, por lo que la linea que
modela la situacidén debe ser necesariamente una recta, ya que la variacion de las
magnitudes es constante. Asi, entre el grafico 2 y el grafico 3, el que modela la situa-
cidén de manera correcta es el grafico 3.

De modo que se trata de considerar coordinadamente el cambio entre el tiempo como
cantidad continuay el volumen de agua, ademas de interpretar el significado de los dife-
rentes parametros de la grafica en funcidén del contexto analizado.

Por ello, desde el razonamiento covariacional se proponen cinco niveles como indicado-
res de su desarrollo a partir de acciones mentales.
» Coordinacion de valores: una variable cambia en funcién del cambio de 1a otra variable.
« Reconocimiento de la direccion del cambio: tipo de relacidn, creciente, decreciente,
constante, etc.
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« Coordinacion cuantitativa para el estudio de la cantidad de cambio: analisis de la rela-
cion “cambio en x respecto al cambio en y”.

= Reconocimiento de la razon promedio de cambio de una variable.

» Reconocimiento de la razdn de cambio instantanea de una variable.

Para el caso del nivel secundario, el reconocimiento de la razon de cambio instantanea se
considera de manera cualitativa, es decir, provocando que las y 1os estudiantes identifi-
quen que el fendmeno o situacidén analizada refiere a magnitudes continuas cuyos cam-
bios pueden estudiarse tan detalladamente como sea deseable. Por eso, se debe resaltar
que los puntos en el plano cartesiano representan relaciones entre magnitudesy que, a su
vez, la comparacion de dos puntos da cuenta del cambio que, relacionado con otros dela
misma grafica, es evidencia del estudio de la variacion.

c. Pensamiento y lenguaje variacional

Como hemos visto, 1a ensenanzay el aprendizaje de la nocidn de funcioén (particularmente
la funcidn lineal) involucra el estudio de fendmenos de cambio y, en el caso de esta apro-
ximacion, se busca el reconocimiento del caracter estable del cambio a través de pregun-
tas como iqué cambia?, srespecto de qué cambia?, ;como cambia? y icuanto cambia?
En un fendmeno de cambio pueden existir diversos elementos que cambian simultaneamen-
te (¢qué cambia?). Sin embargo, para su estudio se consideran solo determinadas variables,
lo que requiere de algun referente para comparar los estados del fendomeno, a fin de dar cuen-
ta de que ocurrié un cambio, es decir, atender al cuestionamiento jrespecto de qué cambia?

Los primeros dos cuestionamientos se refieren a la identificacidn y el establecimiento de
relaciones de dependencia entre variables; los otros consisten en describir la forma en
que se relacionan las variables y caracterizar la naturaleza del cambio. La pregunta jcuanto
cambia? esta orientada a asignar un valor a la modificacion de estado percibida, mientras
quela pregunta ;como cambia? esta orientada a describir el comportamiento global. Am-
bas preguntas pueden realizarse en términos de valores numéricos o a través de descrip-
ciones cualitativas, por ejemplo, mas grande que, menor que, mas frio, menos frio, cada
vez mas rapido, cada vez mas lento, etc. (Caballero-Pérez y Moreno-Durazo, 2017).

Estas ideas se acompanan del desarrollo de una serie de practicas matematicas como la
comparacion, la seriacion, la estimacion y la prediccidn, las cuales han sido documenta-
das como practicas variacionales. Un ejemplo de esto se encuentra en el estudio de Caba-
llero-Pérez y Moreno-Durazo (2017), donde se propone la siguiente tarea.

Imagen 39. Ejemplo de actividad para movilizar las practicas variacionales de comparacion,
seriacién, estimacion y prediccion (recuperada de Caballero-Pérez y Moreno-Durazo, 2017)

Un recipiente vacio de 1. Marca sobre la imagen la altura que alcanzara
forma cilindrica es llenado el agua alos 3 segundos.

mediante una llave que 2. ,Cuantos segundos tardara en llenarse el
deja salir agua a flujo recipiente? Justifica tu respuesta.

constante. Enlaimagen 3. Realiza el bosquejo de 1a grafica que
siguiente se muestra muestra la altura del liquido al paso del

la altura que alcanza tiempo. Considera que el eje horizontal

el cuerpo del agua al corresponde al tiempo y el eje vertical ala
transcurrir un segundo. altura. Explica como es el crecimiento de la

altura en este recipiente.
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Si bien la situacidén enla que se plantea la tarea es similar ala de 1a seccion anterior, obser-
vemos que el objetivo de esta involucra aspectos predictivos (scuantos segundos tardara
enllenarse el recipiente?) y no solo de representacion. Para atender 1a pregunta se requie-
re de una estrategia que considere, en primer lugar, el reconocimiento de la naturaleza de
las variables involucradas (se trata de un fendmeno de cambio); luego, el estado inicial
como elemento de referencia (altura que alcanza el agua en los primeros 3 segundos) que
propicie la comparacion entre estados consecutivos (seriacion) y, finalmente, la predic-
cién del tiempo que tardara en llenarse el recipiente.

Se asume, entonces, que el abordaje desde esta linea se caracteriza por el desarrollo de la
prediccion como una practica matematicay coloca alas funciones como un modelo para ello.

3.2.2. De la proporcionalidad directa a la funcion lineal:
razon de cambio constante y variacion lineal

Como se menciond al inicio del apartado 3.2, 1a ensefnanza del concepto de funcion lineal
suele ser precedida por el estudio de las situaciones de proporcionalidad directa y, por
eso, dentro del marco curricular de secundaria, se busca hacer una distincion entre ellas,
asumiendo que “la proporcionalidad directa serd estudiada como caso particular de la
funcidn lineal [énfasis agregado]. Se trabajaran diferentes situaciones de proporcionali-
dad directa en las que se vinculan magnitudes de la misma naturaleza (escalas, porcenta-
jes) y de diferente naturaleza (densidad, velocidad, etc.)” (GCABA, 2015, p. 517).

De esta distincidn se desprende una reflexion referente a dos nociones importantes relacio-
nadas con el estudio de la funcidn lineal: pendiente e inclinacidn de la recta. Uno de los con-
flictos propiciados por no introducir 1a funcion desde una mirada dinamica tiene que ver con
asumir que la inclinacién y la pendiente de la recta son equivalentes, 1o cual no es correcto,
como se observa en el siguiente ejemplo estudiado por Lobato y Thanheiser (2002).

Imagen 40. Ejemplo de la dificultad asociada a 1a no diferenciacion entre inclinacién de larectay su
pendiente (adaptado de Lobato y Thanheiser, 2002)
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En este caso, ambas graficas representan relaciones en las que la pendiente es la misma,
mientras quelainclinacidon delarecta es diferente. Por eso, dentro del estudio de fendme-
nos de cambio, se parte del analisis de 1a variacién como producto del cambio simultaneo
entre magnitudes y no desde el aspecto visual de la representacion grafica. De acuerdo
con Lobatoy Thanheiser (2002):

Esta dificultad puede resolverse estipulando que la pendiente es una medida de la incli-
nacion de las lineas dentro del mismo sistema de escalas. Sin embargo, esto plantea la
cuestion de si el objetivo principal del calculo de la pendiente es obtener una medida dela
inclinacion de una linea o bien la cuantificacion de la relacion existente entre las variables
[énfasis agregado]. (p. 163)

Esto sugiere que, tratandose de la funcidn lineal, es importante el analisis de la pendiente
como una razén de cambio y no solo como una cualidad de la grafica. Recordemos que,
desde el razonamiento covariacional, 1a nocidn de variacion como una coordinacion de
variables es crucial para el desarrollo de una comprension mas profunda de 1a funcion li-
neal. En ese sentido, desde la propuesta curricular para secundaria:

Se propone el estudio de la propiedad fundamental de las funcioneslineales (Dy/Dx = cons-
tante) como caracteristica de la forma “recta” El concepto de pendiente requiere un traba-
jo en tres niveles [énfasis agregado]:

1. Cémoy donde aparece en la férmula de las funciones?

2. :Qué relacion tiene con el aspecto del dibujo de 1a recta (es una medida de 1a inclinacion
delamisma)?

3. Cudl es el sentido que adquiere en cada uno de los contextos de los problemas modeli-
zados con funciones lineales? (GCABA, 2015, p. 523)

Asi que, si bien el concepto de pendiente se relaciona con lainclinacion de la recta, se asu-
me que esta caracterizacion no es suficiente parala conceptualizacion dela variacion lineal.

3.3. Problematizacion de la matematica escolar

Este apartado evidencialasideas fuerza que pretendemos movilizar de manera transversal
en el sistema educativo para desarrollar €l pensamiento variacional, en particular, el que
se refiere ala funcién lineal.

A partir de los apartados previos, proponemos tres aspectos centrales para el trabajo con
las funciones lineales.

« El estudio de las funciones, para modelar situaciones de variacion, requiere de un en-

foque dinamico. Este acercamiento es igualmente necesario para el tratamiento de 1a

funcion lineal y se caracteriza por:
- Propiciar el estudio de situaciones en donde se analice el comportamiento de canti-
dades variables y sus relaciones, aun si no se llega a expresiones algebraicas. Esto nos
permite iniciar su estudio desde edades tempranas, como 5.° grado de primaria, me-
diante relaciones aritméticas, privilegiando el enfoque en el cambio y su cuantificacion.
- Fomentar el estudio de la variacidon simultanea entre dos cantidades a través de
cualquiera de sus representaciones (lenguaje natural, tablas, graficas y expresiones
algebraicas). Para ello, asumimos la variacidon como el producto de la cuantificacién
y analisis del cambio, ya sea en situaciones contextuales de la vida cotidiana o en las
relaciones numéricas dentro de la aritmética.
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Asi, desde este enfoque, buscamos profundizar en la busqueda de regularidades, la
produccion de formulas y el estudio de la variacion uniforme, ya sea desde el analisis
cuantitativo de relaciones numeéricas (para el caso de primaria) o bien desde el estudio
de situaciones de cambio (para primaria y secundaria). Cabe mencionar que es en el nivel
secundario donde estas ideas se profundizan de manera simbdlica a través del estudio de
situaciones contextuales y sus diferentes representaciones.

« El trabajo con la articulacion de representaciones de la funcidn lineal f(x) = ax + b pro-

fundizara enlasimplicaciones del cambio enlos parametros ay b através delavariacion.
- Un cambio en el parametro a involucra una rotacion de la grafica de f o bien una mo-
dificacion enla razén de cambio entre las variables.
- Un cambio en el parametro b involucra una traslacion de la grafica de f o bien una
modificacion enlas condiciones iniciales de 1a situacion estudiada. Esto precisa que
se considere que la representacion grafica de una situacidon de proporcionalidad di-
recta es, en realidad, un caso particular de las situaciones lineales.

Este tratamiento se acompana de preguntas analiticas relacionadas con el estudio del cam-

bio, como squé esta cambiando?y irespecto de qué esta cambiando?, que son propias del

estudio de fendmenos del cambio y son necesarias para reconocer su caracter estable.

De ahi que este acercamiento nos permitira profundizar en la interpretacion de parame-
tros, la articulacion de representaciones y la modelizacion de fendmenos lineales, pues
dichos parametros deberan estudiarse en funcién de la situaciéon modelada, recuperando
sus elementos contextuales.

= Para el tratamiento con 1a funcidén lineal, resulta necesaria una transicion entre 1a razén
de cambio constante y 1a variacion lineal, para lo cual proponemos la articulacién de
dos acercamientos.
» La covariacidon como estrategia para el analisis simultaneo del cambio en las varia-
bles y, con ello, el transito entre la cuantificacion del cambio Ay/Ax = a 'y la variacién
instantanea dy/dx = a que, si bien no se aborda explicitamente en el nivel secundario,
si se estudia desde un nivel cualitativo a través de expresiones como crece de manera
constante, decrece de manera constante, etc.
» La prediccidon como caracter funcional del estudio de la funcidn lineal, es decir, 1a bus-
queda de modelos que nos permitan estimar o anticipar estados dentro de una situa-
cion de cambio. Para ello, proponemos la profundizacion en las preguntas squé cam-
bia?, icomo cambia?, irespecto de qué cambia?y ipor qué cambia de esa manera?

Finalmente, esta transicidon permitira resignificar 1a nocién de proporcionalidad directa
y la cualidad de la funcidn lineal como herramienta para la modelizacién de fendbmenos
lineales, 1o cual forma parte del objetivo del curriculo de secundaria (GCABA, 2015), que
propone considerar ala funcién lineal como modelizadora de situaciones de crecimiento
uniforme para la iniciacion al estudio de la funcidn lineal.

3.4. cCOmo operativizar las ideas fuerza?

Sobre la base de los materiales de Estudiar y aprender para primaria, Estudiar y aprender
para secundaria, l1as secuencias didacticas de primaria, las secuencias didacticas de secun-
dariaylo abordado enlos apartados anteriores sobre la ubicacién curriculary 1a contextua-
lizacidn disciplinar, proponemos una manera de operativizarlas ideas fuerza presentadas en
el apartado anterior.
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Aungue explicitamentelas funciones lineales no son abordadas hasta el nivel secundario, es
importante reconocer que el enfoque dindmico que se propone para su tratamiento inicia
desde el estudio de regularidades en determinadas propiedades numéricas, ya que el estu-
dio delavariacion uniforme no es exclusivo del nivel secundaria. Por ello, iniciaremos con la
reflexion entorno a como estas ideas pueden potenciarse desde el nivel primarioy, a su vez,
a como desarrollarlas de manera progresiva hasta el nivel secundario.

5.°grado

mo Fﬁ

Estudio de regularidades, Estudiar
yaprender en Quinto (GCABA,
2023d, pp. 40y 41)
https://bit.ly/48k8Te5
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En Estudiary aprender en Quinto (GCABA, 2023d, pp. 40y 41), para el tratamiento de las rela-
ciones entre multiplicacion y division, se explora la relacion entre los diferentes elementos de
la division (dividendo, divisor, cociente y resto) en una representacion tabular. Si bien se trata
de cantidades discretas, lo relevante de este tratamiento es, precisamente, el reconocimien-
to de regularidades cuando los elementos de la division cambian. Esto quiere decir que, aun si
nosellegaalaexpresion D=d xc +r,conr<d, sies posibleiniciarala/el estudiante en el reco-
nocimiento de cémo cambia el cociente si el dividendo aumenta o disminuye, cuanto deberia
aumentar o disminuir para que el resto sea O y qué se deberia hacer para aumentar el cocien-
te. Un ejemplo de este tipo de situaciones se puede encontrar en el material Aproximary op-
timizar (Ministerio de Educacion, Cultura, Ciencia y Tecnologia, 2019), donde se cuestiona el
comportamiento de los elementos de la division mediante una situacion de medida.

Preguntas como las anteriores permiten que elfla estudiante reconozca la naturaleza dina-
mica de las cantidades involucradas, aun si no se presenta un modelo grafico o algebraico.
Ademas, el estudio de estas regularidades se mantiene desde 5.° hasta 7.° grado, por 1o que
es posible profundizar en su estudio de una manera dinamica a lo largo de esos tres anos.

Por otro lado, en Estudiar y aprender en Quinto se abordan aspectos de la proporcionalidad
directay, particularmente en la seccidn “;Hay proporcionalidad directa?”, se consideran una
serie de situaciones en las que se requiere decidir si se trata de una situacion de proporcio-
nalidad directa o no.
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“¢Hay proporcionalidad directa?”,
Estudiary aprender en Quinto
(GCABA, 2023d, p. 79)
https://bit.ly/3uKmgX5
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En ella, algunas de las situaciones, aunque no son de proporcionalidad directa, tienen la
caracteristica de mantener una razén de cambio constante, 1o que se profundiza de la si-
guiente manera.

Imagen 41. “4Hay proporcionalidad directa?” Estudiar y aprender en Quinto (GCABA, 2023d, p. 79)

Q PARA REFLEXIONAR ENTRE TODOS Y TODAS -
AN

En algunas situaciones sucede que, cuando una cantidad aumenta y la otra también
lo hace, o ambas decrecen a la vez, no se cumple que, por ejemplo, al triple de una
cantidad le corresponda el triple de la otra, o a la mitad de una le corresponda la
mitad de la otra. En esos casos no hay proporcionalidad directa.

Esta reflexidn se vuelve crucial en el nivel secundario, pues una situacion puede ser lineal
y no ser modelada por una relacién de proporcionalidad directa, 10 que corresponde al
proceso de transicidn entre la razon de cambio constante y la variacién lineal.

6.° grado

En Estudiar y aprender en Sexto, se profundiza en el estudio de las relaciones entre los ele-
mentos de la divisidn, pasando del reconocimiento del cambio en las cantidades de manera
tabular a una representacion simbadlica, como se puede apreciar enla pagina 40, en el estudio
de “El funcionamiento de la divisidn® 1o que permite construir incluso un acercamiento a la
produccion de férmulas desde el estudio de la variacion lineal.

.

El funcionamiento de la divisién .
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Estudio de regularidades, Estudiary
aprender en Sexto (GCABA, 2023e,
pp. 39y 40) https://bit.ly/4804whZ
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Adicionalmente, en el estudio de la proporcionalidad directa, dentro del apartado “Pro-
porcionalidad: datos y relaciones” (GCABA, 2023e, pp. 95y 96), se propone el estudio de
una situacién en la que se priorizan las relaciones entre cantidades como una estrategia
para caracterizar las relaciones de proporcionalidad directa.
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Proporcionalidad directa, Estudiary
aprender en Sexto (GCABA, 2023¢,
pp. 95y 96) https:/bit.ly/318boWc
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En estas situaciones, se busca que el/la estudiante reconozca la constante de proporcio-
nalidad como el valor que toma una de las magnitudes cuando la otra toma el valor de 1.
Esta distincidon es importante, puesto que se resignifica en el abordaje de la nocidén de
razéon de cambio, ya que se transita de un valor unitario a una cantidad invariante en el
cambio de las magnitudes (lo cual es parte del enfoque dindmico para laintroduccién ala
funcion lineal) y que, desde proporcionalidad, se estudia como unidad de medida.

7.° grado

Continuando con el estudio dela proporcionalidad directa, en séptimo grado se aborda con
mayor profundidad el estudio de la constante de proporcionalidad, haciendo explicito que
dicha constante proviene del estudio de las relaciones entre las magnitudes. Este acerca-
miento tiene relacién con el acercamiento desde la covariacién mencionado en el apartado
anterior, puesto que permite el estudio simultaneo y coordinado de las variables (1a variable
y aumenta en la misma medida que la variable x), aun si se realiza de manera aritmética.

r—' .................... o ﬁ ' Matematica 1
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-

Proporcionalidad directa

I 1. Un negor
5

“Proporcionalidad directa”, Estudiary
aprender en Séptimo (GCABA, 2023f,
pp. 106y 107) https://bit.ly/4bFabDn

Por otro lado, en el trabajo con representaciones graficas para proporcionalidad directa
e inversa, se presentan situaciones cuya naturaleza es de variacién continua, por lo que el
estudio desde el enfoque dindmico emerge de manera natural (GCABA, 2023f, pp. 114 y 115).
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Representaciones graficas
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“Representaciones graficas”,
Estudiary aprender en Séptimo
(GCABA, 2023f, pp. 114y 115)
https://bit.ly/49zDdm4

Enla preguntal se introduce al estudiantado en una lectura dindmica de 1a grafica, es decir, en
lugar de plantear preguntas del tipo ubica sobre la grafica el par ordenado (1,30), describi qué
significa el punto sobre la gréfica, etc., se realizan preguntas en las que se priorizala relacion de
dependencia entre las variables tiempo y cantidad de agua. Por ejemplo, atender la pregunta
Jeuanto tiempo tiene que pasar desde que comienza a llenarse la pileta para que tenga 120
litros de agua? requiere primero reconocer que €l llenado es uniforme y que el aumento de la
variable cantidad de agua depende del paso del tiempoy que, si se toma una cantidad determi-
nada (120 litros), 1a lectura del grafico depende de su ubicacion respecto al tiempo.

Una estrategia para explorar la naturaleza predictiva de l1a grafica seria modificar levemen-
te la pregunta d de 1a pagina 114.

Tabla 20. Sugerencia de modificacion para la pregunta 1d de “Representaciones graficas” Estudiar
y aprender en Séptimo (GCABA, 2023f, p. 114)

Pregunta original Pregunta modificada
d. Ubica en la recta el punto que indica d. Silaforma dellenado no cambiay en la pileta
el momento en que la pileta tiene 135 litros. caben 150 litros, ¢en cuantas horas se llenara?

Esto permitiria el reconocimiento de que no se necesita el resto de la grafica para antici-
par el momento en el que se llenara la pileta, sino que basta con reconocer cémo cambia la
cantidad de agua respecto del tiempo, es decir, reconocer la razéon de cambio, aun si esta
no esta definida propiamente.

Lo mismo sucede con la consigna 3d, “;Cual de las dos lanchas consume el combustible
de manera mas rapida?”. Esta pregunta no solo alude de manera cualitativa a la razéon de
cambio, sino que permite que elfla estudiante pueda reconocer que dicha cualidad se rela-
ciona con una caracteristica de la grafica, la pendiente. En este punto, conviene recuperar
del apartado “3.2. Contextualizacidon disciplinar”, el argumento acerca de las nociones de
inclinacién, pendiente y razén de cambio, ya que, aunque en este caso la escala es la misma,
puede reflexionarse con el estudiantado en torno a qué pasaria si la escala fuera diferente.

Hasta este punto, las ideas fuerza que se trabajan a nivel primario se refieren a elementos
basicos del enfoque dindmico y las representaciones.
» La busqueda de regularidades y la produccion de férmulas: en cantidades discretas como
las dela divisidn y el comportamiento de sus elementos (divisor, dividendo, cociente y resto).
» Las caracteristicas esenciales de 1a proporcionalidad directa: en situaciones con canti-
dades discretas y de variacion continua.
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Estas mismas ideas se retoman en el material Estudiar y aprender: un puente entre pri-
maria y secundaria. Para el primer punto, consideramos los problemas 6y 7 del apartado
“Propiedades de la division”.

Imagen 42. Estudio de reqgularidades, Estudiar y aprender: un puente entre primaria y secundaria
(GCABA, 20234q, p. 14)

Problema 6

En caso de que existan, halla los siguientes numeros:
a. Un numero que, al dividirlo por 17, tenga 14 de cociente y 9 de resto. ¢Existe?
¢Es Unico? éComo lo obtuviste?
b. Un numero que, al dividirlo por 13, tenga 7 de cociente y 15 de resto. éExiste?
¢Es Unico? éComo lo pensaste?
c. Un numero que, al ser dividido por 16, tenga resto 3. (Existe? ¢Es Unico?
iPor qué?

Problema 7

Las siguientes divisiones estan incom- ? 15 ? ?

pletas. Indica cudntas cuentas distintas
se pueden proponer en ambos casos. ? 4 15 4
~ ~

_ Para recordar (.

A partir de los nimeros que intervienen en toda divisién, se puede escribir
la siguiente relacion: dividendo (D) = divisor (d) x cociente (c) + resto (r).
A esta relacion se la llama algoritmo de la division. El resto tiene que ser siem-
pre menor que el divisor. De esta forma, puede expresarse:

D=dxc+r y r<d
Por ejemplo, en la segunda divisiéon del problema 7 de esta seccién, puede
proponerse como un caso posible: 95 = 20 x 4 + 15,

En estos problemas se considera la relacidn lineal existente entre los elementos de la di-
vision y su naturaleza variable. En este material, el acercamiento a la proporcionalidad di-
recta desde su representacion grafica es desde situaciones de variacion continua, como
el movimiento o el llenado de una pileta.

Representaciones gréficas % [« [«

Problema 1

“Representaciones graficas”,
Estudiary aprender: un puente
entre primaria y secundaria
(GCABA, 20239, pp. 26y 27)
https://bit.ly/3VtNo7D
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En el problema 1b (“Suponiendo que la moto se desplazd con la misma velocidad durante 4,5
horas, squé distancia recorrid en total?”) la pregunta es de naturaleza predictiva, puesto que
requiere del analisis de 1os estados previos (comportamiento de la grafica en diferentes mo-
mentos) para reconocer que la razén de cambio es constante vy, por ende, plantear 1a estrate-
gia adecuada para estimar la respuesta. Este es un ejemplo mas de como es posible estudiar
la relacion de variables desde un enfoque dinamico sin necesidad de una definicion ni de una
expresion algebraica para el fendmeno estudiado. Para el caso del problema 3, el estudio de
la relacion entre variables logra un puente entre las nociones de razén de cambio constantey
variacién lineal, puesto que se asume que el llenado de la pileta se mantiene a flujo constante,
aunque inicialmente la pileta ya contenia agua.

Esto lleva a la/el estudiante a reconocer que la estrategia de al doble le toca el doble ya no
es valida, por lo que debe identificar que la condicidn inicial del fendomeno —cantidad de
agua que ya tenia la pileta— resulta ser la ordenada al origen. Asi pues, nuestra propuesta
es aprovechar este tipo de situaciones para reflexionar con el estudiantado en torno a,
por ejemplo, coémo la proporcionalidad directa es un caso particular de la variacion lineal
y las implicaciones que esto tiene en su representacion grafica, pues recordemos que el
estudio de los parametros es esencial dentro del enfoque dindmico que proponemos.

1.° ano

Como se menciond anteriormente, es en el nivel secundario donde se profundiza en la arti-
culacion entre las diferentes representaciones de la funcion, particularmente considerandola
como una herramienta parala modelizacidn de situaciones de variacion uniforme en contex-
tos extramatematicos. Aunado a esto y de manera introductoria, el trabajo con las funciones
lineales es precedido por el estudio de las relaciones proporcionalesy, en ese sentido, una de
las ideas centrales del curriculo argentino es la distincion entre estos dos comportamientos:
el dela proporcionalidad directa y el de la variacion lineal.

Para el caso de la actividad 1 (GCABA, s/f b, p. 1), si bien se plantea una situacion de variacion
continua, el tratamiento se centra en que el estudiantado reconozca la constante de propor-
cionalidad. Una forma de ampliar la reflexion en torno a esta situacidon para convertirla en un
analisis centrado enla razén de cambio podria ser planteando preguntas como squé tendria
que haber hecho Felipe para conservar el sabor de la mezcla si la jarra hubiese tenido inicial-
mente 500 ml de agua? Para la actividad 2, una posible pregunta es ;como seria la gréfica si
Josefina usara mas azucar en la receta?, ;se modificaria la formula?, icomo?

Ficha didéctica para
Nivel Secundario
Formaci6n General

1° afio

<Qué caracteristicas tienen las
funciones que crecen linealmente?

[=]:5[m]
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an” | 500 | 300 | 900 cQué caracteristicas tienen las

1800 | 4500 funciones que crecen linealmente?,
Ficha didactica 1.° secundaria
(GCABA, s/fb, p.1)
https://bit.ly/49ILCUg
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Lo anterior permitiria ahondar en la interpretacion de los parametros y las propiedades
de la grafica en funcién de la situacion analizada, ademas de considerar la forma en que
varian simultdneamente las variables tomates y azucar.

Por otra parte, la actividad 3 tiene como intencionalidad que el/la estudiante pueda,
eventualmente, elaborar una funcién lineal de la forma f(x) = ax + b, por 1o cual se plantea
un problema en que el valor inicial es distinto de cero, es decir, 1a recta que modela la si-
tuacién nointersecta al eje Y en el origen, por 1o que la estrategia propiciada en la pista de
la actividad 1 resulta insuficiente.

En las actividades 3 y 4 (GCABA, s/f b, p. 2), las expresiones “siempre el mismo ritmo?,
“ritmo constante”, “ya contenia agua” permiten un primer acercamiento de corte cualita-
tivo al estudio de la variacion lineal. En ese sentido, 1a transicidn de las actividades 1y 2 a
las actividades 3 y 4 no refiere Unicamente al hecho de que las condiciones iniciales son
distintas de cero, sino a que las estrategias numéricas usadas (regla de tres simple, cons-
tante de proporcionalidad, reconocimiento del valor unitario) ya no son suficientes para
responder las preguntas.

¢Qué caracteristicas tienen las
funciones que crecen linealmente?,
Ficha didactica 1.° secundaria

e ves04tst (GCABA, s/fb, p.2)
https://bit.ly/42PedVn

Este cambio propicia el reconocimiento de la razéon de cambio constante, necesaria para el
estudio delafuncidonlineal. Ademas, si se busca profundizar en el estudio de los parametros
y su articulacidn con la representacion grafica, sugerimos plantear preguntas como ;como
seria la gréfica si el ritmo de llenado hubiera sido de 6 litros por minuto?y ;qué habria pa-
sado sila pileta no hubiese tenido agua inicialmente? Esta Ultima pregunta permite que sea
explicito que 1a proporcionalidad directa es un caso particular de la funcion lineal.

2.° afno

Las actividades propuestas en el apartado “Funcion lineal” del texto Estudiar y aprender
para 2.°de secundaria se han disefnado conlaintencidon de reafirmarlaidea de cambio cons-
tante. Sin embargo, se plantea dejar de lado la idea de al doble le toca el doble en las mag-
nitudes, profundizando en la variacién de dichas magnitudes, ya que la idea de razon de
cambio constante es indiferente a sila funcion lineal es proporcional o no proporcional.
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Imagen 43. “Funcion lineal”, Estudiar y aprender. 2.°ano. Tomo 2 (GCABA, 2021d, p. 20)

Actividad 1

Abril vende articulos por internet y contrata la empresa La Liebre para hacer envios al
interior. La empresa ofrece la siguiente promocion:

Seguro: $1.200
Precio por km: $45 nvios
e

a Liebr

El costo del traslado queda a cargo del comprador.

a. Abril tiene que enviar un pedido a Chascomus, gque queda a 85 km de su empresa. ¢Cuanto
debe abonar el cliente para el servicio de traslado?

b. Si tiene que enviar un pedido a 350 km de su empresa. ¢Cuanto debe abonar el cliente
para el servicio de traslado?

c. Si un cliente debe abonar $23.700 por el servicio de traslado, éa qué distancia de la
empresa de Abril se encuentra?

En esta actividad, se busca que el/la estudiante determine cémo cambian las variables in-
volucradas en la situacidon y cual de ellas corresponde a un gasto fijo o constante, ademas
de cudl corresponde a un gasto variable, reconociendo la razon de cambio constante en
la situacion.

Para dar continuidad y profundizacion al trabajo en el libro de texto, en la ficha didactica
para 2.° de secundaria se propone un acercamiento dinamico desde el estudio de las rela-
ciones entre variables (GCABA, s/f c).

Ficha didactica para

Nivel Secundario Bxlanos
Formacion General ires
Ciudad

d. éCudl delas siguientes formulas permite calcular la cantidad

le agua en la pileta en funcion del tiempo desde que fue
ida la b on.
+80
)=8x+
+ [

@ Pista: No olviden tener en cuenta que la pileta no estaba
vacia al momento de encender la bomba.

ua 3 ritmo constante para
de agua. L. te

{ =

tas en sus carpetas. 2. Se instald una bomba que funciona a ritmo constante para
desagotar un tanque de combustible que se encontraba lleno.
Tiempo luego Cantidad de agua Se sabe que la capacidad total del tanque es de 850 litros y \
de encendida la bomba (min) enla pileta (itros) que la bomba extrae 12 litros por minuto. Resuelvan en sus - N

10 95
20 75
20 255

calcular la cantidad de

¢De qué hablamos cuando
hablamos de crecimiento lineal?,
o encencida s bomba & 8106 457 N R .
b uints agia corena b i lox 4 minuos de Ficha didactica 2.° secundaria
encendica s o G tanaue on funcion del tempo ranscurido desds que 5o
c ;2:4"1;2 agua habia en la pileta antes de encender la enciende la bomba. Expliquen cémo lo pensaron, (GCABA, S/f c, p '|)
https://bit.ly/4bFaWMJ

2. éQué cantidad de agua contenia a pileta a los 40 minutos

Si bien para segundo ano de secundaria se retoma la misma situaciéon del llenado de una
pileta, el tratamiento es distinto, puesto que, en este caso, no se proporciona la razén de
cambio, sino que se propicia su construccidon como parte de la estrategia de respuesta,
para lo cual resulta indispensable el estudio simultaneo de la relacidn entre las variables,
es decir, su covariacion (ver el apartado “3.2. Contextualizacion disciplinar?®).

Ademas, la naturaleza predictiva de las funciones lineales no solo tiene que ver con el
planteamiento de preguntas sobre estados futuros (inciso e), sino incluso sobre estados
intermedios, con en el caso de losincisosbyc.
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Por otro lado, en la actividad 2 se busca resignificar el parametro a dela funcién f(x) =ax + b
a partir del contexto de la actividad, pues se trata del desagote de un tanque con una bom-
ba que extrae agua a un “ritmo constante” y una de las estrategias para su abordaje es la
siguiente pista:

Imagen 44. ;De qué hablamos cuando hablamos de crecimiento lineal?, Ficha didactica 2.°
secundaria (GCABA, s/fc, p. 2)

Q Pista: Tengan en cuenta que el volumen de combustible
en el tanque desciende a medida que pasa el tiempo
transcurrido desde que se enciende la bomba.

Este acercamiento a la interpretacion de los parametros puede ser reforzado por las pre-
guntas propuestas desde el pensamiento y lenguaje variacional (ver el apartado “3.2. Con-
textualizacidn disciplinar”): squé cambia?, icomo cambia?, jrespecto de qué cambia?, etc.

Finalmente, como nota dentro del texto Estudiar y aprender de 2.° ano de secundaria se
plantea una definicidon para la variacidn lineal o uniforme.

Imagen 45. Funcidn lineal, Estudiar y aprender. 2.° ano. Tomo 2 (GCABA, 2021d, p. 22)

D

Para recordar
En las actividades anteriores estudiaste situaciones en las que la variacion de la variable
dependiente en funcion de la variable independiente es siempre constante, es decir, a
cambios iguales de la variable independiente le corresponden cambios iguales de la
variable dependiente. Por ejemplo:
* Enla Actividad 3, por cada minuto que transcurre desde que se abre la canilla, ingresan
3 litros de agua en la pileta. Cada dos minutos, ingresan 6 litros. Cada tres minutos,
ingresan 9 litros, etc.
A este tipo de variacion se la llama variaciéon uniforme.
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Unidad de
analisis

Primaria

Secundaria

Nivel

6.°

1.°

1.°

2.°

Objetivo del afio

Introducir al estudio de las
relaciones dindmicas entre
cantidades variables.

Reconocer la existencia
de relaciones de aumento
constante pero no

Introducir de manera
cualitativa al estudio de
la variacién lineal, sin

Consolidar el estudio de la
variacion lineal, pasando
por su representacion

escolar proporcionales. llegar necesariamente algebraica.
a la simbolizacion
correspondiente.
e Para introducir al estudio « Para el reconocimiento o Partir de la diferencia * Reconocer las
de las relaciones desde de estas relaciones se entre (k = y/x) y (dy/dx = k) implicaciones de los
un enfoque dindmico se plantean ejemplos varios de | para introducir |a idea de parametros en las diferentes
propone la bisqueda de naturaleza lineal, tomando variacién uniforme. representaciones.

\deas fuerza regularidades mediante como punto de partida la o Evidencias de que las o |dentificar a las funciones
el estudio de las proporcionalidad directa. estrategias aritméticas lineales como herramientas
representaciones. (regla de tres simple, valor de modelizacion de

unitario) no son suficientes fendmenos lineales.
para el estudio de la
variacién uniforme.
¢Qué y como cambia? ;Por (Qué sucede si la condicion | ;Qué se mantiene {Qué pasa si el ritmo
qué cambia de esa manera? | inicial del problema no es constante? ;Qué sucede si aumenta o disminuye?
cero? la condicidn inicial es cero? | ;Qué pasa si las condiciones
Preguntas N . e )
clave (la prop0r0|0nal_|dad directa | iniciales cambian?
como caso particular de la
variacion lineal).
o Estudiary aprender en o Estudiary aprender en o ;/Qué caracteristicas tienen | ;De qué hablamos cuando
Quinto (GCABA, 2023d) Séptimo (GCABA, 2023f) las funciones que crecen hablamos de crecimiento
e [studiary aprender en e [studiary aprender: un linealmente? Ficha didactica | /ineal? Ficha didéctica 2.° de
Sexto (GCABA, 2023e) puente entre primaria y 1.° de secundaria (GCABA, secundaria (GCABA, s/f c)
« “Relaciones entre la secundaria (GCABA, 2023a s/t b) o “Funcién lineal” (GCABA,
multiplicacion y la division” | y 2023g) 2021d, pp. 20-22)
(GCABA, 2023d, p. 40) « “Proporcionalidad directa”
Materiales e “;Hay proporcionalidad (GCABA, 2023f, p. 106)

propuestos directa?” (GCABA, 2023d, » “Representaciones

p.79) graficas” (GCABA, 2023f,

e “El funcionamiento de la p. 114)

division” (GCABA, 2023e,

p. 39)

 “Proporcionalidad: datos y

relaciones” (GCABA, 2023e,

p. 95)

e Naturaleza dindmica en e Condiciones en ® Condiciones en  Reconocimiento de

el comportamiento de los los problemas de los problemas de relaciones de variacion

elementos de la division. proporcionalidad directa. proporcionalidad directa. uniforme a través de la
Ideas © Reconocimiento de ® Reconocimiento de la ® Representacion coloquial, | covariacion.

involucradas en
las actividades

situaciones de cambio
constante que no son de

naturaleza predictiva de la
gréfica.

tabulary grafica para una
misma situacion.

® Reconocimiento de la
naturaleza predictiva y

de Estudiary | proporcionalidad directa.  Tratamiento de situaciones | e Interpretacion de modelizadora de las graficas
aprender  Proporcionalidad directa. con cantidades discretas y parametros en las de funciones lineales.
continuas. representaciones gréfica y e [nterpretacion de los

algebraica. parametros de una funcién
lineal.
Tipo de Tabular. Tabulary gréfica. Tabulary gréfica. Tabular, gréfica y algebraica.
representaciones
abordadas
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Capitulo 4. Construccion de triangulos

Matematica en Red
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4. Ubicacion curricular

Se presentan los objetivos curriculares relativos al contenido de construccion de triangulos
alolargo del segundo ciclo de educacién primaria y del ciclo basico de educacion secunda-
ria, extraidos de diferentes documentos curriculares del Gobierno de la Ciudad Auténoma de
Buenos Aires.

Tabla 21. Sintesis de ubicacidn curricular para la construccion de triangulos

Unidad de L .
analisis Primaria Secundaria
Nivel 6.° 1.° 1.° 2.°
Objetivos de aprendizaje para las escuelas de Educacion Disefio curricular nueva escuela secundaria de la Ciudad
Inicial y Primaria de la Ciudad Auténoma de Buenos Aires de Buenos Aires, ciclo basico (22 ed., 2015) (seleccion de
(2014) (seleccion de los contenidos que trabajaremos en los contenidos que trabajaremos en este documento)
este documento)
Tema: Geometria Tema: Geometria e Comprender las
e Construir cuadrados, o Utilizar propiedades de construcciones como
rectangulos, rombos y cuadrilateros y tridngulos actividades que se planifican,
paralelogramos recurriendo | para decidir la verdad o apoyandose en propiedades de
a las propiedades relativas | falsedad de una afirmacion | las figuras.
a sus lados y angulos, y o determinar medidas de e |dentificar cudndo una
o diagonales. angulos de figuras. coleccion de datos determina
Objetivos | (. 126) (p. 127) unicidad en la construccion de
curriculares | o participar de la * Participar de la triangulos y cuadril4teros con
produccion de argumentos | elaboracion de argumentos | reglay compés, y cudndo la
que fundamenten las que fundamenten la validez | construccidn es imposible.
propiedades mencionadas. | del procedimiento de ® Recurrir a criterios de
(p. 126) construccion apelando a igualdad de tridngulos y a las
propiedades. relaciones de angulos entre
(p. 127) paralelas para resolver diversos
tipos de problemas. Enunciar
afirmaciones y validarlas o
descartarlas, apoyandose en los
conocimientos construidos.
(p. 514)
e Construccion de e Construccion de © Dominio del uso de
triangulos a partir de tridngulos a partir de instrumentos y de diferentes
diferentes informaciones, diferentes informaciones, propiedades que permitan
usando diferentes analizando si es posible justificar la construccion.
instrumentos de geometria. | realizar o no la construccion | @ Produccion de nuevas
Alcances de la figura, si es Gnica propiedades de las
planteados 0 si se pueden construir figuras, necesarias para
desde la diferentes. argumentaciones posteriores.
propuesta e Construccion de los criterios
actual de congruencia de tridngulos.
e |dentificacidn de la existencia
y unicidad en los distintos
casos de congruencia, se
esperan justificaciones que se
apoyen en la visualizacion.
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Unidad de
analisis

Primaria

Secundaria

Progresiones
Ideas
principales

Eje. Circunferencias, circulos, angulos y tridangulos

e Construccion de tridngulos a partir de las medidas de
sus lados y de sus angulos.

® Propiedad triangular (desigualdad triangular).

e Conjetura de la propiedad de la suma de los &ngulos
interiores de un triangulo (180°).

 Resolucion de problemas que ponen en juego la

propiedad de la suma de angulos interiores de un tridngulo.

Eje. Cuadrilatero y poligonos regulares

e Construccion de triangulos a partir de diferentes
informaciones.

e Clasificacion de triangulos segtin la medida de sus lados
y/o angulos.

e Construccion de triangulos a partir de diferentes
informaciones y de analizar la posibilidad de su
construccién y unicidad.

Eje. Construccion, congruencia y semejanza de
triangulos

e Posibilidad de construccion mediante diferentes criterios
usando la nocién de circunferencia como conjunto de
puntos que equidistan de otro y/o la suma de los angulos
interiores de un tridngulo.

e Posibilidad de construccion de un tridngulo mediante la
desigualdad triangular.

e Determinacion del rango de medidas que puede tener el
lado de un tridngulo a partir de la medida de sus otros dos
lados, utilizando la desigualdad triangular.

e Criterio de unicidad de construccion de un tridngulo.

e Fundamentacion del criterio de unicidad de construccién
de un tridngulo dados tres de sus elementos de los que no
se conoce la medida.

KKK



4.2. Contextualizacion disciplinar

4.2.1. Ensenanza y aprendizaje de la geometria en el
transito del nivel primario al secundario

En educacion primaria, el estudio de la geometria esta centrado en la conceptualizacion
de la medida, asi como en la construccidon y caracterizacién de las figuras geométricas.

En particular, en 6.° y 7.° grado conviene promover el concepto de medida, entendida
como la cantidad que cuantifica 1os grados o niveles en que se presenta una cualidad o
magnitud, como la distancia, 1a altura, el peso, la preferencia, 1a presion, etc. Se expresa
empleando un nimero y una unidad de medida: 4 carillas, 5 kilbmetros, 0,3 litros, medio
kilogramo, 5,7 metros, 75 metros cuadrados, etc.

Asimismo, las nociones y construcciones de las figuras y formas geométricas son fun-
damentales para construir la geometria elemental. En un primer momento, es ideal poder
distinguir entre la forma geométrica como esa manera de apreciar e interpretar los obje-
tos o espacios de la naturaleza y la vida cotidiana, y 1a figura geomeétrica como el modelo
matematico que se construye a partir de relaciones de mediday propiedades espaciales.

Asi, para el desarrollo de la construccién de triangulos, su estudio y clasificacidn, se hara vi-
tal transitar entre dos conceptualizaciones del triangulo como figura geométrica, esto es:
a.entender el tridngulo como la unidn de tres segmentos de recta determinados por tres
puntos no colineales en un mismo plano, y
b. entenderlo también como una relacion de medida longitudinal y/o angular especifica
que genera su forma caracteristica de 3 lados y 3 angulos.

Conviene que el tratamiento didactico que movilice las construcciones geométricas en
niveles educativos basicos se centre en las estrategias de experimentacidén que permitan
la visualizacién de las relaciones de medida, la descripcidon de las propiedades geométri-
cas que sustentan la construccidon y la argumentacion de las y los estudiantes.

Dicho tratamiento didactico permite movilizar lo perceptivo e intuitivo de las formas (lon-
gitudes, angulares) hacia las propiedades o teoremas geométricos establecidos. Lo ante-
rior se propone en contraposicién a enfoques que promueven Unicamente la reproduc-
cidon de pasos preestablecidos o del dibujo geométrico, y no fomentan el sentido de las
propiedades y relaciones de medida.

4.2.2. Geometria y triangulos: conceptos base asociados
a. Un tipo de tarea: 1a construccion del triangulo

Conviene iniciar l1a reflexion geométrica clarificando que la construccién del triangulo no
es un objeto matematico en si mismo, sino que es un tipo de tarea. El objeto matemati-
co que se requiere discutir en la geometria corresponde a la figura geométrica conocida
como tridngulo. Esta distincidon nos ayuda a precisar entonces qué se requiere aprender
sobre el tridngulo como objeto de la geometria: ¢su definicion, su construccion, sus ele-
mentos, sus cualidades, como forma, area, perimetro, u otros aspectos?
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En este documento se apuesta al trabajo en la construccion de triangulos como un medio
para conocery conceptualizar la figura geométrica triangulo.

b. La necesidad de medir

Ademas del conteo, la medicion es una practica que las personas han empleado en la vida
cotidiana desde tiempos ancestrales.

La actividad de medir esta asociada a la necesidad de cualificar y cuantificar el espacio en
el que vivimos, es decir, de analizar sus caracteristicas, como su forma (por ejemplo, rectan-
gular, triangular, etc.), a fin de que podamos medirlo a través de actividades como la com-
paraciéony la transformacion (cambio de forma o medidas).

c. Distinguir entre forma y medida

Una correcta significacion de las figuras geométricas invo-
lucra la distincion principal entre la forma caracteristica y el
concepto de medida. En este sentido, podemos referirnos a
la forma como un objeto perceptible que evoca o simboliza el
objeto abstracto correspondiente (Godino y Ruiz, 2002). Por
ejemplo, la imagen de la pizarra tiene forma rectangular; sin
embargo, no es un rectangulo en tanto figura geomeétrica.

La medida hace referencia al nUmero asociado a un objeto que posee dimensiones y que
es acompanado por una unidad de medida, por ejemplo, 3 centimetros es una cantidad de
longitud (una dimensidn), en donde 3 es la medida de longitud y centimetros es la unidad
de medida (Castillo, 2015).

d. Distinguir entre el dibujo y 1a figura geométrica

Un dibujo es una representacion de un objeto del espacio fisico, el cual tiene forma y carac-
teristicas medibles y perceptibles. Tal como vimos en el caso anterior, el dibujo de la pizarra
tiene forma rectangular, es decir, puedo dibujarla a partir de la percepcion dela forma, pero el
dibujo propiamente con forma rectangular no es la figura geometrica rectangulo. Por el con-
trario, 1a figura es un objeto tedrico de la geometria que modela una relacion de medida es-
pecificay, por ende, se puede representar con forma, cualidades y elementos caracteristicos.

En ese sentido, toda figura tiene forma y se puede dibujar, pero no todo dibujo estara
representando una figura geométrica. Por ejemplo, a continuacion, se muestran dibujos
(imagenes) con forma triangular; sin embargo, ninguno de ellos es la representacion de un
triangulo en tanto figura geométrica.

Imagen 46. Dibujos con forma triangular

! A 1
m = a
— ._*—‘. N —— g 1 1 -
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e. Distinguir la actividad aritmética de 1a geométrica en contextos de medida

En tareas en las que se trabaja con nimeros o medidas suelen presentarse confusiones
sobre la actividad matematica de estudio. En particular, la actividad aritmética y geomé-
trica van dela mano, porlo que, aunque tienen aspectos comunes, conviene hacer énfasis
en sus diferencias, con la finalidad de que ambas tengan protagonismo en el momento
didactico adecuado.

Asi, conviene destacar que en la actividad aritmética se hace énfasis en una medida par-
ticular, por ejemplo, largo, ancho o altura, cuya finalidad es el analisis de una de dichas
caracteristicas para dar solucién a problemas como ;jcuanto mide unlistén o un marco?y
Jqué fraccion representa el espacio que ocupa cierta forma?, entre muchos otros.

Se muestra, a continuacién, un ejemplo concreto de actividad aritmética en contexto de
medida.
10,5¢cm
Si se sabe que, para calcular el area de un rec-
tangulo, hay que multiplicar 1a medida dellado 25cm
dela figura porla medida de su altura, scual es
la medida del drea del siguiente rectangulo?

En este caso, se esta solicitando explicitamente que se realice una actividad aritmética en
un contexto de medida (se pide la medida del area), ya que se indica cual es el procedi-
miento para determinar la medida del area del rectangulo y se pretende que se realice 1a
operacidén multiplicativa entre las medidas dadasy, errobneamente, suele considerarse que
es una actividad geométrica, ya que se enuncia la idea de drea de un rectangulo.

En cambio, enla actividad geométrica, el principal interés es el trabajo con las relaciones
intrinsecas de los objetos geométricos, por ejemplo, las rectas paralelas y la distancia
invariante entre ellas; la congruencia y la correspondencia punto a punto de las figuras
(relacidén isométrica); 1a semejanza y la relacidn de proporcionalidad entre las medidas
de dos o mas figuras; las razones trigonomeétricas y la relaciéon de medida entre los lados
y angulos del tridngulo rectangulo, entre muchas otras.

Se muestra, a continuacion, un ejemplo concreto de actividad geométrica en contexto de
medida.

Determina entre qué valores esta la medida del tercer lado de un tridngulo, sabiendo
que los otros dos miden6cmy 7 cm.

f. Distinguir la actividad algebraica de 1a geométrica en contextos de generalizacion

Como se menciond en el apartado previo, la actividad geométrica pone énfasis en las re-
laciones inherentes entre las formas espaciales en distintas dimensiones (una, dos o tres,
segun el caso) y sus medidas. Asi, la actividad algebraica esta vinculada con la actividad
geomeétrica, ya que se requiere del estudio de la generalizacidon de las relaciones geomé-
tricas y su simbolizacidon en férmulas que expresen maneras de proceder.

Sin embargo, conviene distinguir la actividad propiamente algebraica aun cuando se tra-

baje en contextos geométricos de generalizacion. A continuacién, se muestra un ejemplo
de una actividad algebraica en contextos de generalizacién de la medida de perimetro.
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Determina la expresién algebraica que representa la medida del n n

perimetro del siguiente hexagono, en funcion de los valores de sus

lados my n. n n
m

Se puede reconocer que la actividad cognitiva centrada en el dlgebra hace énfasis en la
representaciony simbolizacidon delas relaciones aditivas o multiplicativas que expresan 1a
medida del perimetro del hexagono en funcion del rango de valores que puedan asignarse
aloslados my n. Asi, se centra el estudio en el planteamiento de la equivalencia estruc-
tural siguiente: P =2m + 4n, o bien en el analisis e interpretacion de dicha expresién como
“la medida del perimetro P es equivalente a la adicidn de 2 veces la medida my 4 veces la
medida n”

En una actividad geométrica, la generalizacion y simbolizacion recae en el estudio de pa-
trones de comportamiento y el establecimiento de las relaciones geométricas a partir de
las caracteristicas invariantes, aun cuando la forma se modifique. Por ejemplo:

Considerala siguiente secuencia de imagenes en la cual se obtiene un tridngulo rec-
tangulo a partir de la transformacion de un rectangulo de base by altura h. ;En qué

condiciones sera cierto que la medida de area de un tridangulo cualquiera sera siem-
pre la mitad de la medida de area de un rectangulo? Argumenta tu respuesta.

b b b

4.2.3. Sobre el triangulo y su construccion

a. Reconocer los elementos invariantes del triangulo

Son dos las relaciones que permiten la existencia de un triangulo como figura geométrica.
1. La desigualdad triangular. La propiedad afirma que, dados tres segmentos de recta, es po-
sible construir un tridngulo Unico siempre que la suma de las longitudes de dos de sus lados
cualesquiera sea mayor que el tercer segmento. Esta relacidon entre las medidas de los seg-

mentos de recta permite asegurar la no colinealidad de los 3 puntos o vértices del triangulo.

Imagen 47. Ejemplos para reflexionar sobre la desigualdad triangular

¢t

(GCABA, 2023d, p. 91) (GCABA, 2023e, p. 76)

KKK



@ PARA REFLEXIONAR ENTRE TODOS Y TODAS -
AN

Para que un tridngulo exista, es condicion que la suma de la medida de dos lados
cualesquiera sea mayor que la medida del tercer lado. Esta propiedad se llama
propiedad triangular.

(GCABA, 2023d, p. 93)

2. La suma de sus angulos interiores. La propiedad asegura que siempre sera de 180° la
suma de las medidas de los angulos interiores de todo triangulo, por 1o que, dados tres an-
gulos, es posible construir un triangulo siempre que la suma de dichos angulos sea de 180°.

Imagen 48. Ejemplos para reflexionar sobre la suma de los dngulos internos de un triangulo

2 eararecoroar [N

o o & N

En todo tridngulo, la suma de los
angulos interiores es igual a 180°.

<8

(Martinezy Mohan, 2018, p. 118)

A+B+C=180°

(GCABA, 2023d, p. 110)

b. Transformaciones del triangulo: tipos de tridngulos, familia de triangulos

¢Cuantas formas triangulares existen? En una primera instancia, un tridngulo se puede ca-
racterizar por la unidén de tres segmentos de recta determinados por tres puntos no coli-
neales en un mismo plano, es decir, que no se encuentran alineados, y por ello se forman 3
segmentos de recta o lados y 3 aberturas o angulos en su interior.

Imagen 49. Ejemplos sobre colinealidad de puntos en el plano

3 puntos colineales 3 puntos no colineales

Asi, se pueden percibir una gran variedad de formas triangulares con medidas de lados y
angulos distintos y en distintas posiciones (lo cual rompe con la idea de las figuras proto-
tipicas arraigadas en el trabajo geométrico).
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Imagen 50. Ejemplos de formas triangulares

Todos estos dibujos representan tridngulos que pueden ser una familia de triangulos, pues
comparten las caracteristicas y formas propias del triangulo. Sin embargo, también pueden
subclasificarse segun las modificaciones o transformaciones que se puedan realizar al es-
pacio que ocupany, por ende, ala medida de sus longitudes o angulos.

De esta manera, podemos generar réplicas (conservando la forma y el tamano) de cada
tridngulo dado o también se pueden construir a distinta escala (conservando la formay
modificando el tamano).

Sobre la base de las modificaciones respecto de la forma y medidas longitudinales y an-
gulares que se han mencionado, se puede clasificar a los tridngulos segun la medida de
sus lados y angulos.

Imagen 51. Transformacion de triangulos

 eararecoroar [N

AN

Si observamos los dngulos de un tridngulo, este puede tener:

Uno de sus angulos Uno de sus angulos Todos sus &ngulos
OBTUSO RECTO AGUDOS
Recibe el nombre de Recibe el nombre de Recibe el nombre de
OBTUSANGULO RECTANGULO ACUTANGULO

(GCABA, 2023e, p. 78)

Tridngulos segun sus lados y sus angulos

Si prestamos atencion a la medida de sus lados, los tridngulos pueden tener:

¢ Tres lados que miden lo mismo (es decir, que son iguales). Son tridngulos
equilateros.

¢ Dos lados que miden lo mismo. Son tridngulos isésceles.

¢ Tres lados que tienen diferente medida. Son tridngulos escalenos.

(GCABA, 2023e, p. 77)

De esta manera, en el aula importa enfatizar las clasificaciones de las figuras geométricas como
resultado de la actividad geométrica y no solo como un listado de caracteristicas aisladas.
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c. Generar nuevos tridngulos con ciertas caracteristicas (medidas)

La actividad geométrica entendida como uso y transformacion del espacio, en este caso en
una y dos dimensiones, requiere de propiciar 1a generacién o construccion de nuevos trian-
gulos dadas ciertas medidas o bien de argumentar la no existencia o posibilidad de cons-
truccion de un tridngulo dadas ciertas medidas. Por ejemplo, ése podra construir un tridangulo
equilatero que tenga un angulo interior de 90°?, ise podra duplicar la medida de los lados de
un tridngulo y conservar su forma de isdsceles obtusangulo?, sexistira una manera de generar
un tridngulo que abarque el doble de area que otro, pero que cambie su forma de escaleno
acutangulo?, entre otras formas de reflexionar sobre la transformacién del espacio.

d. Establecer las relaciones de medida minimas para la construccion de una réplica del
triangulo (criterios de congruencia)

Si bien se conoce quelos criterios de congruencia de tridngulos son 3 (angulo-lado-angulo,
lado-angulo-lado y lado-lado-lado), en el aula se hace indispensable 1a exploracion de una
coleccioén de datos minimos para garantizar 1a congruencia entre dos o mas tridngulos, es
decir, la equivalencia tanto en forma como en las medidas.

Asi, al construirse dos o mas triangulos que son réplica de uno inicial, en geometria se con-
sidera que es un Unico triangulo, pues es producto de una misma relacion entre sus medi-
das, aunque se ubiquen en distinta posicidn en el plano. La siguiente tabla presentada en el
capitulo 2 del documento Matematica. Geometria (GCABA, 2007) es un buen referente para
trabajar en estos criterios minimos para asegurar la congruencia entre tridngulos.

Tabla 22. Clasificacion de situaciones para la construcciéon de tridngulos segun los datos dados
(recuperado de GCABA, 2007, p. 41)

Dada una coleccion de datos para construir un triangulo, pueden aparecer las siguientes situaciones.

. Datos a partir de los cuales Datos a partir de los cuales
Datos a partir de los cuales no se . , . . .
s se puede construir un dnico se pueden construir varios
pueden construir triangulos s i L
triangulo triangulos distintos
Tres lados “que no cierran” Tres lados “que cierran” Doslados
Dos angulos que suman mas que Unladoy dos angulos adyacentes Dos angulos que sumen menos
180° gue sumen menos que 180° que 180°
. Dosladosy el angulo .
Tres angulos que no suman 180° . Tres angulos que sumen 180°
comprendido entre ellos

e. Percepcion y visualizacion de las relaciones de medida

La percepcidn es la forma en que el sentido de la vista aporta en la adquisicion de cono-
cimientos. Sin duda, es una herramienta valiosa y fundamental en el estudio del espacio
que nos rodea. La visualizacién es una forma de “mirar mas alld” de lo evidente y establecer
conexiones que no son perceptibles a simple vista.

Asi, la percepcion y la visualizacion son habilidades del pensamiento que favoreceran el
transito de la concepcion de un dibujo triangular a la visualizacidn de las relaciones de

medida que hacen a una figura triangular.

El desarrollo de la percepcion y visualizacion del espacio y la medida puede fortalecerse
desarrollando las actividades propuestas en las secuencias didacticas para docentes y
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actividades paralos/as alumnos/as de Construccion de tridngulos con GeoGebra (GCABA,
2018c). En ese documento se propone iniciar 7.° grado con la exploracién de la construc-
cién de triangulos, desarrollando conocimientos dinamicos que ofrece GeoGebra como
entorno de aprendizaje. En este sentido se posibilita, entre otros aspectos, 1a exploracion
de la cantidad de soluciones de una construccion como parte de la practica geométrica.

Recursos a lapizy papel también se pueden emplear para promover la percepcion y visua-
lizacidn espacial; por ejemplo, para el caso de la inferencia de la propiedad de la suma de
los angulos interiores de todo triangulo, pueden realizarse actividades que exijan cortary
unir los angulos para que se perciba la relacion esperada.

Imagen 52. Ejemplo de actividad para inferir la propiedad angular de los tridngulos en el nivel pri-
mario (Martinez y Mohan, 2018)

En el nivel secundario, con posterioridad al trabajo de aula con angulos entre paralelas y
una transversal, se puede reforzar con el doblado de papel para verificar esta propiedad y
concluir que es posible construir un triangulo dados dos angulos y un segmento entre
dichos angulos siempre que la suma de esos angulos sea menor que 180°.

Imagen 53. Ejemplo de actividad A
para inferir la propiedad angular de X
los tridngulos en el nivel secundario

4.3. Problematizacion de la matematica escolar

Este apartado evidencia las ideas fuerza que pretendemos movilizar de manera transversal
parala construccion de triangulos. Sobre la base de 1o que se presentd en los apartados an-
teriores, “Ubicacion curricular” y “Contextualizacidn disciplinar”, se proponen las nociones
matematicas que se consideran de relevancia para trabajar durante la articulacion escolar.
1. Las caracteristicas invariantes principales de una figura triangular son:
- Dados tres segmentos de recta es posible construir un tridngulo Unico siempre que
la suma de las longitudes de dos de sus lados cualesquiera sea mayor que el tercer
segmento. Esta caracteristica también es conocida como la desigualdad triangular.
- Dados tres angulos es posible construir un triangulo siempre que la suma de la me-
dida delos angulos interiores sea de 180 grados.
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2. Esnecesariotransitarentre dos conceptualizaciones del tridngulo como figura geomé-
trica, esto es:
- entender el tridngulo como 1a unidn de tres segmentos de recta determinados por
tres puntos no colineales en un mismo plano, y
- entenderlo también como una relacion de medida longitudinal y/o angular especifi-
ca que genera su forma caracteristica de 3 lados y 3 dngulos.
3. La construccion del triangulo no es un objeto matematico, sino que es un tipo de tarea.
El objeto geométrico es la figura geométrica conocida como triangulo y el proceso de
construccion es un medio para conocer y conceptualizar 1a figura.
4. Medir es una actividad humana que no se restringe al uso de un instrumento de medi-
cion convencional (como la regla graduada, 1a escuadra o el semicirculo) o no convencional
(como la longitud de un paso o un puio), sino también a la comparacion de longitudes o 1a
sobreposicion de angulos para determinar si una medida es igual, mayor o menor que otra.
5. Conviene distinguir entre el dibujo, la forma y la figura. Mientras que el dibujo es la
representacion de un objeto del espacio fisico, que tiene formay caracteristicas percep-
tibles y medibles, 1a figura es un objeto tedrico de la geometria que modela una relacion
de medida especifica.
6. Es necesario distinguir la actividad aritmética de la actividad geométrica en contex-
tos de medida. Asi, mientras que en aritmética se cuestiona cuanto es la medida de una
magnitud, por ejemplo, largo o ancho, en geometria la medida sera una manera de co-
municar la posibilidad de construccidon de una figura que varie en su forma y ocupe un
espacio fijo especifico o viceversa.
7. Concebir los criterios de congruencia entre tridngulos como las relaciones de medida
minimas para la construcciéon de una réplica del triangulo.
8. Promover las habilidades de percepcidn y visualizacidn para el transito de la concep-
cion de un dibujo triangular a la visualizacion de las relaciones de medida que hacen a
una figura triangular.

4.4. ¢éCOmo operativizar las ideas fuerza?

Sobre 1a base del material de Estudiar y aprender para primaria, Estudiar y aprender para
secundaria, las secuencias didacticas de primaria, las secuencias didacticas de secun-
daria, Matematica. Geometria (GCABA, 2007) y 1o abordado en los apartados anteriores
sobre la ubicacidon curricular y la contextualizacién disciplinar, proponemos una manera
de operativizar las ideas fuerza presentadas en el apartado anterior sobre la problemati-
zacion de la matematica escolar.

EiEE  EREE
=B

Estudiar y aprender para Estudiar y aprender para Secuencias didacticas de Secuencias didacticas de
primaria secundaria primaria secundaria
https://bit.ly/3SEMZwO https://bit.ly/49KhKgf https://bit.ly/3T6Ku7e https://bit.ly/4bNIHPS

El acercamiento evolutivo para la tarea relativa a la construccién de tridngulos que se de-
manda para el transito del segundo ciclo del nivel primario al primer ciclo del nivel secun-
dario puede sintetizarse en los siguientes objetivos por ano escolar.
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Imagen 54. Propuesta de objetivos por ano escolar para el transito del contenido construccion de
triangulos

6.° 7.° 1.° 2.°

Construccién de Andlisis de la Elaboracién Empleo de los
triangulos usando construccion de los criterios criterios
diferentes de un tridangulo, de congruencia de congruencia
informaciones e de la posibilidad de tridngulos. de triangulos
instrumentos. de su construccion para nuevas
y de si es UGnica. construcciones.

Primaria Secundaria

A continuacion, se presenta como se expresa cada uno de estos objetivos en los materia-
les didacticos propuestos para el aula de matematica en los distintos niveles educativos.

Se recomienda que el objetivo didactico para cuarto y quinto grado sea la consolidacion
de la clasificacion de tridngulos segun la medida de sus lados y de sus angulos, asi como la
propiedad de la suma de los angulos interiores de todo tridngulo para el analisis de la posi-
bilidad de construccién de tridngulos dadas ciertas medidas y datos especificos.

4.° grado
Se enfatizan los elementos que constituyen las figuras geométricas, como la cantidad de
vértices, diagonales y lados, asi como las medidas de los lados, a la vez que se introduce el

papel del angulo, en particular, identificando 1os angulos rectos o de 90°.

Imagen 55. “El juego de pistas para adivinar figuras” Estudiar y aprender en Cuarto (GCABA, 2023c, p. 62)

7. Agregd una o mas pistas para que se pueda estar seguro/a de que se trata de la
figura 7. Tené en cuenta que podés usar la regla y la escuadra para ayudarte.

Figura 7 Figura 8

e Tiene 3 lados.
e Tiene 3 vértices.

Para la construcciéon de triangulos, en 1a actividad 7 se propone analizar dos tipos de
tridngulos a partir de sus similitudes y diferencias, de manera que se puedan describir las
caracteristicas propias de solo uno de ellos. Por ejemplo:
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Tabla 23. Ejemplo de analisis de similitudes y diferencias entre dos tipos de triangulos

Tridngulo. Figura 7 Tridngulo. Figura 8
Figura 7 Figura 8
Similitudes = Tres vértices = Tres angulos = Sin diagonales
= Treslados « Dos angulos agudos
(miden menos de 90°)
Diferencias Sus tres lados miden distinto Dos de sus lados miden igual
Un angulo recto (mide 90°) Un angulo mayor que 90°

Asi, para la construccion de triangulos, en este momento conviene enfatizar que dos o
mas tridngulos pueden compartir caracteristicas similares, pero tener formas distintas.
En este caso (Ver Tabla 23), la Figura 7 tiene forma de tridangulo rectangulo y la Figura 8,
de triangulo isdésceles. De esta manera, es una oportunidad para enfatizar los elementos
invariantes de todo triangulo, como la cantidad de lados, angulos y vértices, 1a ausencia
de diagonales, pero también para enfatizar los elementos que permiten generar transfor-
maciones en un tridangulo, como las medidas longitudinales o de sus lados, y las angulares.
Asi, mientras que todos comparten la forma triangular, también se genera una variedad en
la forma triangular, segun las medidas de sus lados y angulos.

Hasta este punto se trabajo con ideas geométricas alrededor de 1a forma triangular y los
elementos que constituyen al triangulo y permiten clasificarlo segin sus medidas de la-
dosy angulos, en particular se potencia:
a.la conceptualizacidn del tridngulo como la unidn de tres segmentos de recta determi-
nados por tres puntos no colineales en el plano,
b.la percepcidn visual de las distintas formas triangulares, de tal manera que conservan
caracteristicas similares, como la medida del angulo recto.

A partir de la siguiente actividad se introduce la conceptualizacidon del triangulo como figura
geomeétrica que se genera por relaciones de medida especificas. Lo anterior cumple un paso
medulary disruptivo en el proceso de conceptualizacion de la figura geométrica tridnguio.

_. r Matematica

° “Construir tridngulos”, Estudiary
— aprender en Cuarto (GCABA, 2023c,
pp. 123-125) https://bit.ly/3uZKicH

- B el O el me¥ mn B sl B

En esta actividad, didacticamente se pretende, por una parte, hacer explicito el proce-
dimiento de construccion de un tridngulo empleando la regla y el compas y, por la otra,
mediante la modalidad de construccion de figuras a partir de ciertos datos, se procura
establecer relaciones entre figuras geométricas como:
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a.Concebirlos puntos de dos circunferencias que cumplen simultdneamente dos condi-
ciones de medida, relativas a la nocidn de distancia.

b. Usarla conceptualizacidon dela circunferencia como el lugar geométrico de los puntos
que son equidistantes a un punto fijo para validar medidas de los lados de un triangulo,
sin necesidad de medirlos con regla graduada.

c. Asociar los radios de dos circunferencias a los lados de un tridngulo de igual medida
que los respectivos radios.

Adicionalmente, se inicia con el uso de simbologia y terminologia para los segmentos de
recta, por ejemplo, el segmento AB como AB, indispensable para comunicar informacion
geomeétrica en el proceso de analisis y construccion de figuras.

5.°grado

Se inicia movilizando el uso del compas como instrumento que permite medir longitudes
y trasladar los segmentos de recta a otra posicidn o ubicaciéon de la hoja. Las medidas
quedaran en términos del doble, mitad, triple, igual. Lo anterior representa un reto paralas
ninas y los ninos en la construccién de triangulos, asi como en la conceptualizacion de las
propiedades y relaciones de medida que caracterizan a una figura triangular. Ademas, en
este grado se trabajan tres conocimientos primordiales para la conceptualizacidon de un
tridngulo como figura geométricay parala construccidon de este a partir de sus relaciones
de medida.
1. La conceptualizacion de 1a circunferencia como el conjunto de puntos que equidistan
de un punto fijo llamado centro, asi como del circulo como el conjunto de puntos tanto
de una circunferencia como del interior de esta, ademas de los elementos que constitu-
yen una circunferencia, como radio, diametro y centro.
2.Eluso delareglay el compas como instrumentos para medir, trazar y construir formas
circulares y longitudinales.
3. Describir y comunicar informacion necesaria para la construcciéon y/o reproduccion
de una figura. En particular, el reconocimiento de elementos coincidentes en figuras dis-
tintas dadas las condiciones de su construccion, por ejemplo, dos circunferencias que
comparten el mismo centro, pero distinto radio, o el radio de una circunferencia que ala
vez es radio de otra circunferencia, etc. (GCABA, 2023d, pp. 84-87)

Circunferencias, radios, didmetros y circulos 2,600

nadcmdeA. I

enga 3 cm de radio y otra ue tenga 3 cm de

“Circunferencias, radios, diametros
y circulos”, Estudiar y aprender en
Quinto (GCABA, 2023d, pp. 84-87)
https://bit.ly/3URtVOx

m B mlles H

Posteriormente, se trabaja sobre las condiciones de las circunferencias para que se cor-
ten en dos puntos, en uno y en ninguno, dada la construccién solicitada: si las medidas
de los radios suman mas que la medida del segmento inicial dado, las circunferencias se
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cortaran en dos puntos; sila suma de los radios es igual a la medida del segmento dado,
se cortaran en un punto, y si la suma es menor que la longitud del segmento dado, no se
cortaran (GCABA, 2023d, pp. 88-91).

Puntos que cumplen condiciones e

I 1. Encontré y marcé todos o puntos aue estén a 3 cm de J. I

“Puntos que cumplen condiciones”,
Estudiary aprender en Quinto
(GCABA, 2023d, pp. 88-91)

https://bitly/3u05s1l
B eosles oo o o snlles B

De esta manera, se introducen las relaciones de medida que caracterizan al triangulo
como figura geomeétrica, mas alla de su formay los elementos que la constituyen. Esta re-
lacién de medida es conocida como desigualdad triangular o propiedad triangular, y sela
pretendera consolidar en la actividad siguiente.

oE

"Cudndo es posible construir un
triangulo", Estudiary aprender en
Quinto (GCABA, 2023d, pp. 92-94)
https://bit.ly/4c6YXRK

e e o e enlles Bl omlles oo =

Lo anterior constituye una base para fundamentar esta propiedad triangular, asi como la
existencia y conceptualizacion de un tridngulo como una relaciéon de medida y no solo
por su forma caracteristica.

Un aspecto disparador es la posibilidad de la construccion de un tridngulo dadas tres me-
didas longitudinales, esto es, el reconocimiento de que con tres segmentos de recta cua-
lesquiera no siempre se puede construir un triangulo, aunque todo tridngulo se forma con
tres segmentos de recta. Esto Ultimo requerira un analisis de 1a cantidad de tridngulos que
se pueden construir con ciertos datos de las medidas de 1os lados, por ejemplo, dada la
medida de uno, dos o tres de sus lados.

Otra forma de conceptualizar la figura triangular es a partir de una relacion de medida an-

gular que permite garantizar su existencia o posibilidad de construccién, a saber, que la
suma de los angulos interiores sea de 180°.
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https://bit.ly/3uO5s1l
https://bit.ly/4c6YxRK

Asi, de manera similar ala relacion de medida de sus lados, tres medidas angulares cuales-
quiera no permiten construir un triangulo, aungue todo triangulo se forma con tres angu-
los. Esto Ultimo requerira un analisis de la cantidad de tridngulos que se pueden construir
con ciertos datos de las medidas de los angulos, por ejemplo, dada la medida de uno, dos
o tres angulos interiores.

Angulos interiores de los triangulos

o L

"Angulos interiores de los tridngulos",
Estudiary aprender en Quinto
(GCABA, 2023d, pp. 110y 111)
https://bit.ly/4c3MOTX

el o on Gan omliles H

Un aspecto didactico para destacar en esta actividad es 1a designacién de la propiedad a
manera de invitacion para su verificacion tanto de manera numeérica (suma de la medida
de los angulos en grados) como respecto a la relaciéon geométrica entre 1a medida de un
anguloyla medida dellado opuesto a este parala constitucion de la forma triangular. Adi-
cionalmente, se sugiere una actividad previa que permita experimentar esta relacion de
medida. A continuacidn, se sugiere el tipo de actividad.

Un grupo de alumnas decididé analizar los moldes triangulares que se construyeron.
Para ello colorearon los angulos en papel reciclable, los recortaron y unieron como se
muestra en la siguiente secuencia:

a) ¢Cuanto mide el nuevo angulo formado porla unidén de los tres angulos internos del
tridngulo?

b) Realiza la construccidon propuesta porlas alumnasy responde, ;qué relacion de me-
dida delos 3 angulos interiores de los tridngulos se cumple? (Martinezy Mohan, 2018)

En el marco de un trabajo hipotético-deductivo, se pueden promover reflexiones de esta
actividad mediante preguntas como las siguientes.
= sQué observas? Compara tus conclusiones con las de tus companeras y compaieros.
= Acabas de unir de forma practica los tres angulos internos de un triangulo. ;Cuanto
mide el nuevo angulo generado por esta unién?
= Proponé un nuevo triangulo y copia sus tres angulos interiores sobre una misma semi-
rrecta, de manera que se unan formando un angulo nuevo. ;Cuanto mide el nuevo angulo
generado por esta unidn de los tres angulos interiores?
= Con base en esta experiencia, escribi con tus palabras la relacién de medida que cum-
plen los tres angulos interiores de un triangulo. ;Consideras que se cumplira esta rela-
cidén para tridngulos obtusangulos?
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Se concluye este grado escolar empleando la clasificacion de 1os triangulos segun las me-
didas de sus lados y angulos, y la propiedad de 1a suma de los angulos interiores de todo
tridngulo para determinar las medidas angulares faltantes, asi como el analisis de la posi-
bilidad de construccion de tridngulos dadas ciertas medidas y datos especificos (GCABA,
2023d, pp. 112-113).

Lados y 4ngulos de los tridngulos

[=] <
A S “Ladosy angulos de los tridangulos”,
””” Estudiary aprender en Quinto
) . (GCABA, 2023d, pp. 112y 113)
https://[bit.ly/42XKjle
el o on lon eenlles B

Al trabajarse en la modalidad de construccién de figuras a partir de ciertos datos, con-
viene en este momento hacer énfasis en la exploracién de los datos para la existencia del
tridngulo requerido, asi como la posibilidad de construir mas de un triangulo con distinta
forma o medidas, pero que cumplen con las condiciones de medida simultdneamente.

Asimismo, en esta actividad se destaca la importancia de describir y explicar las relacio-
nes de medida requeridas para la construccidn, asi como el detalle del procedimiento de
construccioén. Estos aspectos son importantes para la comunicaciéon de la informacion
geomeétricay el reconocimiento de las propiedades implicitas.

Cabe destacar que las ideas fuerza para este grado recaeran en un primer acercamiento a
las dos caracteristicas invariantes del tridangulo, la desigualdad triangular y 1a propiedad
de sus angulos internos, para favorecer el transito a la conceptualizacidn del triangulo
como relacién de medida.

6.° grado

Objetivo: construccion de triangulos usando diferentes informaciones e instrumentos.
Para ello, se requiere consolidar la identificacidn de la forma genérica de un triangulo y los
elementos que la constituyen.

Se inicia con el uso de los instrumentos geométricos, como regla, compas, escuadra y
transportador, en tanto herramientas parala conceptualizacion de las figuras geométricas
y los elementos que las constituyen. Asi, se enfatiza la idea sobre el papel de la construc-
cidén del triangulo como un tipo de tarea que permite conocer la figura triangulo. En parti-
cular, mediante la construccion de figuras a partir de ciertos datos, se espera que:
a. Se recuperen y consoliden las condiciones de las circunferencias para que se corten
en dos puntos, en un puntoy en ningun punto dada la construccién solicitada, a saber:
i. si las medidas de los radios suman mas que el segmento inicial dado, las circunfe-
rencias se cortaran en dos puntos,
ii. sila suma delos radios es igual a la medida del segmento dado, se cortaran en un punto, y
iii. sila suma es menor que la longitud del segmento dado, no se cortaran.
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b. Se infiera el desarrollo de la construccidon de un tridngulo empleando el compas. En
consecuencia, se discutird y argumentara sobre la existencia de dicho triangulo.

Posteriormente, se pretende consolidar la propiedad triangular como la relacion de me-
dida que permite la existencia y construccion de un tridngulo mediante la construccion
de figuras triangulares dados ciertos datos de medida longitudinal (segmentos de recta)
(GCABA, 2023e, pp. 75-76).

Construccién de tridngulos

“Construccion de triangulos”, Estudiar
yaprender en Sexto (GCABA, 2023e,
¢ s o costn 0.75y76)

https://bit.ly/3lhta9A
n b esles B enlles o =

Se trabaja con segmentos de recta dados y también con las medidas en centimetros para
propiciar una interaccion entre las diversas representaciones figurales que las y los estu-
diantes construyen de forma genérica. Asi, es un momento propicio para enfatizar la dis-
tincidon entre el dibujo que se presenta, 1a forma triangular y la figura triangulo.

También se desarrolla la asociacion entre las propiedades de la circunferenciay la propie-
dad triangular para la construccién de un tridngulo. De esta manera, conviene concluir en
lo siguiente. Dada la construccidon de dos circunferencias, cada una con centro en cada
extremo de un segmento dado:
a. sila suma de las medidas de 1os radios es mayor que el segmento inicial dado, las cir-
cunferencias se cortaran en dos puntos, 1o que permitira construir un solo tridngulo con
tres medidas de sus lados dadas y una réplica de ese tridngulo en una posicidn contraria
en el plano. Esto Ultimo se puede comprobar si se sobreponen las figuras.
b.sila suma delas medidas delos radios es igual a la medida del segmento dado, se cor-
taran en un puntoy se ubicara en el mismo segmento de recta porlo que, al ser un punto
colineal con los puntos extremos del segmento, sera imposible 1a construccion de un
triangulo.
c. sila suma de las medidas de los radios es menor que la longitud del segmento dado,
no hay posibilidad de que las circunferencias se corten o coincidan en un punto, por lo
tanto, tampoco sera posible la construccién de un tridngulo.

Se continla con el analisis de la posibilidad de la construccion de un triangulo (existencia)
mediante la construccion de figuras triangulares dados ciertos datos de medida longitu-
dinal (lados) y angulares (angulos internos), por ejemplo, dada la medida de un lado y un
angulo o de dos angulos y un lado entre estos, etc. (GCABA, 2023¢, pp. 77-79).
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“Tridngulos seguin sus lados y sus
angulos”, Estudiar y aprender en Sexto
(GCABA, 2023¢€, pp. 77-79)
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Asimismo, se inicia con la exploracion de la unicidad triangular, es decir, con establecer
las condiciones de medida delosladosy/o angulos para que sea posible construir un trian-
gulo y solo un tridngulo que cumpla con esas caracteristicas. Se espera consolidar tam-
biénlaterminologia adecuada para nombrarlos tipos de tridngulos seguln su clasificacién
de medidas de lados o de angulos con la finalidad de contar con un lenguaje geométrico
que permita comunicar relaciones de medida de los triangulos que se requieren construir.

7.° grado

Objetivo: analisis de la construccion de un tridngulo, de la posibilidad de su construccion
y de si es Unica.

Se propone iniciar 7.° grado con la exploraciéon de la construccion de triangulos articu-
lando con conocimientos dinamicos que ofrece GeoGebra como entorno de aprendizaje.
Para ello, se sugiere el uso de las secuencias didacticas para docentes y actividades para
los/as alumnos/as de Matematica. Construcciéon de tridngulos con GeoGebra. Séptimo
grado (GCABA, 2018c). En términos generales, didacticamente, este material favorece
(pp. 28y 29):

= La identificacion progresiva de que, dada la longitud de los lados de un tridngulo, es

posible construirlo a partir de trazar circunferencias cuyos radios tienen esa longitud.

= La exploraciéon dela cantidad de soluciones de una construccion como parte dela prac-

tica geométrica que se intenta instalar.

= La posibilidad de anticipar, a partir de la medida de los lados de un tridngulo, si sera o

no posible su construccion.

= La consideracién de que, si se tiene como dato lalongitud de dos lados de un tridngulo,

existe mas de una solucidon posibley, si se conoce la medida de los tres lados, 1a solucién

es unica.

= La apelacidén ala propiedad triangular como posibilidad de anticipacién enla construc-

cién de tridngulos dados sus lados.

= El avance en la utilizacién del programa GeoGebra para realizar las construcciones pro-

puestas, en términos de la seleccion y uso de los comandos, 1a utilizacidn del arrastre

para analizar 1a construccidn, 1a reflexidn sobre las propiedades que se mantienen y las

qgue se modifican en el movimiento.

En particular, se trabajan problemas como el senalado a continuacion, con el cual se pre-

tende la construccion de un triangulo sin que se desarme al mover los elementos dinami-
cos, dadas las medidas de dos de sus lados.
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Imagen 56. “Construccioén de tridngulos en Geogebra a partir de la medida de sus lados” (GCABA,
2018c, p. 19)

Construccion de triangulos en GeoGebra a partir de las medidas de sus lados (@XSIMLsELs I3
Problema 3. Exploracién de algunas herramientas de GeoGebra

a. Construyan un triangulo ABC de manera tal que las medidas de sus lados sean AB=7'y
AC=3. Si mueven alguno de los vértices, ;sigue siendo ABC un triangulo de lados 7y 37
En caso de que se deforme, busquen otra manera de construirlo para que esto no suceda.

b. Realicen la siguiente construccion:

+ Construyan un segmento MN de longitud 7 con la herramienta Segmento de longitud dada
+ Construyan una circunferencia de centro My radio 3 con la herramienta Circunferencia
(centro, radio).
* Marquen un punto P sobre la circunferencia con la herramienta Punto.
+ Construyan el triangulo MNP con la herramienta Poligono.
c. Sise mueven los puntos M, N, P, ;qué se mantiene y qué cambia en el triangulo MNP?

Lo anterior da pie a reflexionar sobre que, por un lado, existen infinitos tridngulos que
cumplen lo pedido vy, por otro, es posible realizar una construccion que, sometida al des-
plazamiento, representa esos infinitos tridangulos de dos lados con medida conocida.

Imagen 57. Sintetizar 1o aprendido en la construcciéon de un triangulo a partir de 1a medida de sus lados
(GCABA, 2018c, p. 25)

Sintetizar lo aprendido en los problemas Actividad 3

Problema 5. Construccion de un tridngulo a partir de la medida de
dos lados.

a. Construyan con el programa GeoGebra, de ser posible en cada caso, un triangulo cuyos
lados tengan las medidas pedidas. En las construcciones logradas, comprueben si, al mover
sus vértices, el triangulo sigue existiendo y conserva las medidas solicitadas. Completen
con una cruz en la siguiente tabla cuales pudieron realizar.

Construccion Datos del triangulo Si, se puede construir  No se puede construir
5.1 AB=9,BC=2yAC=5
5.2 AB=10,BC =4
53 AB=9,BC=6yAC=3
5.4 AB=8,BC=5yAC=6

b. Escriban y compartan un instructivo para cada una de las construcciones en un docu-
mento de texto. Expliquen por qué en algunos casos fue posible construir el triangulo y
en otros no.

c. ;Es posible que el triangulo del item 5.2 sea isosceles?

Se pretende que se analice si, al mover los vértices, cada triangulo sigue existiendo y con-
serva las medidas de sus lados. En este sentido, se fortalece la idea de la relacién de me-
dida longitudinal que garantiza la existencia de un tridngulo aun con el desplazamiento,
contrario alaideaintuitiva de un tridngulo como la union de tres segmentos. Asimismo, se
favorece el desarrollo de la percepcion y visualizacidn espacial que permita el transito de
la concepcion de un dibujo triangular a las relaciones de medida de los lados que garanti-
zan la existencia de la figura triangulo.

En el documento Estudiar y aprender en Séptimo (GCABA, 2023f, pp. 80 y 81) se plantean
algunas actividades que apuntan ala consolidaciéon de la construcciéon de triangulos (exis-
tencia) a partir del analisis de las propiedades de medida de sus lados y angulos, asi como
el andlisis de la posibilidad de construccion (unicidad) de uno o varios tridngulos dado un
conjunto de datos.
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De esta manera conviene enfatizar que:
= Dadas las medidas de los tres lados, solo se puede construir un tridngulo, incluyendo ala
réplica de este tridngulo, que se genera en posicidn contraria por la construcciéon misma.

Imagen 58. Ejemplo de la construccidon de un triangulo dada la medida de sus tres lados

= Con las medidas de dos de los 1ados, se puede construir una variedad de triangulos.

Imagen 59. Ejemplo de la construccion de triangulos dada la medida de dos de sus lados

= Con las medidas de dos de sus lados y 1a medida del angulo entre estos, se restringen
las opciones, ya que la abertura angular especifica garantiza una medida especifica para
el tercer lado del triangulo y, por 1o tanto, solo se puede construir un triangulo con esta
informacion.

® >>>>> Capitulo 4. Construccion de tridngulos
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Se cierra el segundo ciclo del nivel primario fortaleciendo la construccién de triangulos a
partir de datos dados y de solicitar l1os datos que se requieren para asegurar su construc-
cién Unica (existencia y unicidad triangular). Para ello, se trabaja en dos direcciones.

En la primera parte de la actividad, se pretende establecer la posibilidad de construc-
cion de un tridngulo dadas las medidas de tres lados o de dos lados, usando la propiedad
triangular, asi como las propiedades de la circunferencia. En particular, la actividad 5 pro-
mueve el establecimiento de un rango de medidas que puede tener unlado del triangulo a
partir de la medida de los otros dos lados, empleando la propiedad triangular.

Imagen 60. “Nuevas construcciones de tridngulos”, Estudiary aprender en Séptimo (GCABA, 2023f,
p.82)

5. Un tridngulo tiene un ladode 7 cm y
otro de 4 cm. Decidi con un/a com-
pafiero/a cudnto tiene que medir el
tercer lado como minimo para que
exista el tridangulo. Explicd por qué y
construi el tridngulo.

En la seqgunda parte de la actividad, se requiere del establecimiento de la posibilidad de
construccion de un tridngulo dadas tres informaciones, ya sea un angulo y dos lados o
bien dos angulos y un lado. Es preciso concluir que:
1. Dados un angulo y dos lados, se podra garantizar 1a construccion de un unico tridngulo
si el angulo esta comprendido entre los dos lados, ya que el angulo con medida dada
asegura la medida del tercer lado del tridangulo.
2. Dados dos angulos y un lado, se podra garantizar la construccidon de un Unico triangu-
lo si el lado esta comprendido entre los dos angulos, ya que las medidas angulares fijas
también aseguran una medida fija para los lados contrarios a cada angulo. De esta ma-
nera, se garantiza un Unico valor en la medida de cada uno de los tres lados del triangulo.

Eneste momentodidactico, sesugiereunanalisisextraqueaporteaconsolidarlarelacion 2,
por ejemplo, el siguiente:

Imagen 61. Ejemplo sugerido para trabajar la propiedad de 1a suma de angulos internos del triangulo
A éQué relacidon deben cumplir dos angulos y un segmento
X para construir un triangulo?

= Es posible construir un tridngulo dados dos angulos y
un segmento entre esos angulos siempre que la suma de

dichos angulos sea menor que 180°.
B = Lo anterior es equivalente a la siguiente propiedad: la
c suma de las medidas delos tres angulos internos de cual-

quier tridngulo es igual a 180°.

En cualquiera de los casos, conviene enfatizar las relaciones de medida que garantizan la
construccion y existencia del tridngulo, a saber, la propiedad triangular y la suma de los
angulos internos del triangulo.
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Objetivo: elaboracion de los criterios de congruencia de tridngulos.

Seinicia el trabajo conla ficha didactica ;Como se puede construir un triangulo utilizando
diferentes instrumentos geométricos? (GCABA, s/f d) para 1.° afo del nivel secundario. En
esta se analiza la posibilidad de que una familia de tridngulos de distintas formas compar-
ta ciertas caracteristicas respecto a sus medidas de lados y/o angulos.

o .
i) :
15 afio - Ciudad
-

¢Como se puede construir un tridngulo
— utilizando diferentes instrumentos
A geométricos? (GCABA, s/fd, p. 1)

> https://bit.ly/3VdOcxB

=l

En este momento, sera importante explicitar la posibilidad de construccién de mas de un
tridngulo que cumpla las condiciones de medida o bien de discutir sobre la modificacion
de la posicion de los triangulos en la hoja lisa, asi como de solicitar que la/el estudiante
pueda elegir las medidas siempre que respeten las condiciones planteadas.

Nota: en este momento se sugiere trabajar con el material propuesto en el documento
Matematica. Geometria, en particular con los problemas 1, 2 y 3 del capitulo 2 (pp. 34-37),
ya que se promueve y profundiza la exploracion de la existencia y unicidad del tridngulo y
de la desigualdad triangular.

Enla actividad 5 de la ficha didactica (GCABA, s/f d, p. 2), se pretende fomentar el analisis
del proceso de construccion del triangulo empleando reglay compas, por 1o que es indis-
pensable retomar la conceptualizacidn de la circunferencia como el lugar geométrico de
los puntos que mantienen la misma distancia respecto a un punto fijo (centro).

!E"E.l

¢Como se puede construir un triangulo
utilizando diferentes instrumentos
geométricos? (GCABA, s/fd, p. 2)
https://bit.ly/30TVxht

En este momento conviene consolidar la propiedad triangular como la relacion de medida
que asegura la existencia del triangulo como figura geomeétrica (GCABA, s/f d, pp. 3V 4).
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¢Como se puede construir un triangulo
utilizando diferentes instrumentos
geométricos? (GCABA, s/fd, pp. 3y 4)
https://bit.ly/42UWhsy

Dos énfasis didacticos a propdsito de estas actividades son:
a.La destreza en el uso de lareglay el compas para la construccién de triangulos.
b. La descripcion de la construccion de la figura triangular favorece la conceptualizacion
delas relaciones de medida que caracterizan y dan identidad a un tridngulo como objeto
teodrico de la geometria.

De esta manera, se abre paso a una reflexidon sobre las distintas situaciones que pueden
presentarse cuando se requiere construir un triangulo dada una coleccién de datos. Una
sintesis se propone en el capitulo 2 del documento Matematica. Geometria (p. 41) (ver
Tabla 22 de este documento).

Porlotanto, se fomentalaidea fuerza de concebirlos criterios de congruencia entre trian-
gulos como las relaciones de medida minimas para la construccién de un tridngulo equi-
valente tanto en forma como en medidas.

Para consolidar la construccion de tridngulos en este afo, se sugiere el empleo de las ac-
tividades del capitulo 2, “Un tipo de tarea: Las construcciones” del material Matematica.
Geometria (2007). Aungue este material es para primer ano, se propone su uso tanto en
primer ano como en segundo ano del nivel secundario.

A continuacion, se presenta un recuadro a modo de sintesis de la distribucion, el ordeny el
ano sugerido para suimplementacion (se usa la nomenclatura de P1 para referirse al Proble-
ma 1, y asi sucesivamente).

Tabla 24. Sugerencia de distribucion para la implementacion de las actividades del capitulo 2, “Un tipo
de tarea: Las construcciones”, del material Matematica. Geometria (2007)

Apartado 1 Apartado 2 Apartado 3
Elaboracidn de criterios Construcciones con Construcciones
reglay compas imposibles

= Construcciones a partir de otros juegos de datos:

P9, P10, P11y P12.

conreglano
graduaday compas:
P15y P16.

1.°cano | = Construcciones a partir de lados: P1, P2 y P3. = Construcciones = Construcciones
= Construcciones a partir de dngulos: P4y P5. conreglano imposibles: P17y
= Construcciones a partir de lados y angulos: P6y P7. graduaday compas: P18.
= Recuadro de sintesis: p. 41 P13y P14.
= Elaboracién de criterios: P8.

2.°ano | = Elaboracion de criterios: P8. = Construcciones = Construcciones

imposibles: P19.
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Unidad de
analisis

Primaria

Secundaria

Nivel

6.°

1.°

1.°

2.°

Objetivo del afio
escolar

Construccion de
tridngulos usando
diferentes informaciones e
instrumentos.

Anélisis de la construccién
de un tridngulo, de
la posibilidad de su

construccién y de si es (nica.

Elaboracidn de los criterios
de congruencia de
tridngulos.

Empleo de los criterios
de congruencia de
tridngulos para nuevas
construcciones.

Ideas fuerza

o |dentificar la forma
geométrica triangular

y los elementos que

la constituyen: lados,
angulos, vértices.

e Medir como actividad
de comparacién o
sobreposicion.
 Distinguir entre dibujo,
forma y figura.

e Emplear los
instrumentos, como la
reglay el compas, para la
construccion de la figura
triangular.

® Movilizar la percepcion y
visualizacion espacial.

o Determinar las medidas
de los lados y los dngulos
de un triangulo.

 Decidir la verdad o
falsedad de alguna

afirmacién de construccion.

e Elaborar argumentos que
fundamenten la validez

del procedimiento de
construccion.

o [nferir las caracteristicas

invariantes de un triangulo:

desigualdad triangular

y suma de sus angulos
internos.

® Movilizar la percepcion y
visualizacion espacial.

© Reconocer a las
construcciones como
actividad geométrica de
relacionar propiedades y
construir nuevas.

© Construir un tridngulo
como una tarea que
permite conceptualizar a la
figura triangular.

e Enunciar y validar o
descartar afirmaciones de
construccién de tridngulos.
 Concebir los criterios

de congruencia entre
tridngulos como las
relaciones de medida
minimas para la
construccion de una réplica
del triangulo.

© Dominar el uso de
instrumentos como regla
graduada, compas,
semicirculo y escuadra.

e Permitir que los saberes
geométricos aparezcan
como instrumentos en la
resolucion de problemas
que no pueden ser
resueltos con la percepcién
ni la medicidn.

e Argumentary validar

un procedimiento de
construccion mediante

el uso de los criterios de
congruencia de tridngulos.
e Validar la respuesta dada
a un problema, es decir,
decidir de forma auténoma
por parte de la/el
estudiante acerca de la
verdad o falsedad de su
respuesta.

e Transitar entre dos
conceptualizaciones del
tridngulo como figura
geométrica: como union de
tres puntos no colineales y
como relacion de medida.
 Distinguir la actividad
aritmética de la actividad
geométrica.

® Promover las habilidades
de percepcion y la
visualizacion.

e ;Qué propiedades
geométricas garantizan
que la construccion de

 ;Qué informacidn
geométrica es necesaria y
suficiente para garantizar

e ;Cuéles son las
condiciones de medida
necesarias y suficientes

e ;Por qué uno de los
criterios de congruencia de
tridngulos permite validar,

Preguntas . o . . .
clave un tridngulo cop reglay Ia_ construccion de un para garanhzar la sin neceS|d_ad de une_a
compés sea valida? tridngulo? construccion de un comprobacién empirica,
tridngulo que sea réplica una construccion nueva y
de uno dado? més elaborada?
o [studiary aprender en o Matematica. e ;Cdmo se puede o Matematica. Geometria,
Sexto (GCABA, 2023e) Construccion de triangulos | construir un triangulo “Capitulo 2. Un tipo de
con GeoGebra. Séptimo utilizando diferentes tarea: las construcciones”,
grado (GCABA, 2018c) instrumentos geométricos? | problemas 8, 9, 10, 11, 12,
o [studiary aprender en Ficha didactica para 15,16y 19 (GCABA, 2007)
Materiales Séptimo (GCABA, 2023f) nivel secundario. 1.° afio
(GCABA, s/f d)
propuestos

o Matematica. Geometria,
“Capitulo 2. Un tipo de
tarea: las construcciones”,
problemas 1, 2, 3, 4, 5,
6,7,8,13,14,17y 18
(GCABA, 2007)

°« I




Bibliografia

Documentos de diseiio curricular

GCABA (2001). Actualizacién Curricular. 7.° grado. Docu-
mento de Trabajo. Ciudad Auténoma de Buenos Aires:
Secretaria de Educacion, Direccion General de Planea-
miento, Direccién de Curricula.

GCABA (2004). Diserio Curricular para la Escuela Primaria.
Primer ciclo de la Escuela Primaria. Educacién General
Basica. Ciudad Auténoma de Buenos Aires: Secretaria de
Educacidn, Subsecretaria de Educacion, Direccidon Gene-
ral de Planeamiento, Direccion de Curricula.

GCABA (2012). Diseno Curricular para la Escuela Primaria:
Segundo ciclo de la Escuela Primaria: Educacion General
Basica (Tomo 2). Ciudad Autdnoma de Buenos Aires: Mi-
nisterio de Educacion, Direccion General de Planeamiento
e Innovacién Educativa, Direccidn de Curricula.

GCABA (2014). Objetivos de aprendizaje para las escuelas de
Educacion Inicial y Primaria dela Ciudad Auténoma de Bue-
nos Aires (1.2 ed.). Ciudad Autdnoma de Buenos Aires: Mi-
nisterio de Educacién, Direccion General de Planeamiento
e Innovacién Educativa, Gerencia Operativa de Curriculum.

GCABA (2015). Diseno curricular nueva escuela secundaria
dela Ciudad de Buenos Aires, ciclo basico (2.2 ed.). Ciudad
Autdnoma de Buenos Aires: Ministerio de Educacion, Di-
reccion General de Planeamiento e Innovacidn Educativa,
Gerencia Operativa de Curriculum.

GCABA (2019a). Progresiones de los aprendizajes. Segundo
ciclo. Matematica. Ciudad Auténoma de Buenos Aires: Mi-
nisterio de Educacion, Unidad de Evaluacién Integral dela
Calidad y Equidad Educativa.

GCABA (2020). Progresiones de los aprendizajes: Matema-
tica: Educacién Secundaria: Ciclo Basico. Ciudad Autono-
ma de Buenos Aires: Ministerio de Educacion, Unidad de
Evaluacién Integral de 1a Calidad y Equidad Educativa.

GCABA (2021a). Estudiar y aprender. 1.° ano. Tomo 1. Ciudad
Autonoma de Buenos Aires: Ministerio de Educacion, Di-
reccion General de Planeamiento Educativo, Gerencia
Operativa de Curriculum.

GCABA (2021b). Estudiar y aprender. 1.° ano. Tomo 2. Ciu-
dad Auténoma de Buenos Aires: Ministerio de Educacion,
Direccion General de Planeamiento Educativo, Gerencia
Operativa de Curriculum.

GCABA (2021c). Estudiar y aprender. 2.° anno. Tomo 1. Ciu-
dad Autdnoma de Buenos Aires: Ministerio de Educacion,
Direccion General de Planeamiento Educativo, Gerencia
Operativa de Curriculum.

GCABA (2021d). Estudiar y aprender. 2.° anno. Tomo 2. Ciu-
dad Autdnoma de Buenos Aires: Ministerio de Educacion,
Direccion General de Planeamiento Educativo, Gerencia
Operativa de Curriculum.

GCABA (2023a). Matematica. Estudiary aprender: un puente
entre primaria y secundaria. Recomendaciones paralaim-
plementacion de los materiales de trabajo para séptimo
grado y primer ano (1.2 ed. para el profesor). Ciudad Au-
tonoma de Buenos Aires: Ministerio de Educacion, Direc-
cion General de Planeamiento Educativo, Gerencia Ope-
rativa de Curriculum.

GCABA (2023b). Estudiary aprender en Tercero. Ciudad Au-
tdnoma de Buenos Aires: Ministerio de Educacion, Direc-
cion General de Planeamiento Educativo, Gerencia Ope-
rativa de Curriculum.

GCABA (2023c). Estudiar y aprender en Cuarto. Ciudad Au-
ténoma de Buenos Aires: Ministerio de Educacién, Direc-
cion General de Planeamiento Educativo, Gerencia Ope-
rativa de Curriculum.

GCABA (2023d). Estudiar y aprender en Quinto. Ciudad Au-
ténoma de Buenos Aires: Ministerio de Educacién, Direc-
cion General de Planeamiento Educativo, Gerencia Ope-
rativa de Curriculum.

GCABA (2023e). Estudiar y aprender en Sexto. Ciudad Auté-
noma de Buenos Aires: Ministerio de Educacion, Direccion
General de Planeamiento Educativo, Gerencia Operativa
de Curriculum.

GCABA (2023f). Estudiary aprender en Séptimo. Ciudad Au-
ténoma de Buenos Aires: Ministerio de Educacién, Direc-
cion General de Planeamiento Educativo, Gerencia Ope-
rativa de Curriculum.

GCABA (20239). Matematica. Estudiar y aprender: un puen-
te entre primaria y secundaria. Material de trabajo para
estudiantes de séptimo grado y primer ano (1a ed. para el
alumno). Ciudad Autéonoma de Buenos Aires: Ministerio de
Educacidn, Direccidn General de Planeamiento Educativo,
Gerencia Operativa de Curriculum.

Capitulo 1. Multiplos y divisores

Aparicio, E., Sosa, L., Torres, L.y Gomez, K. (2018). Reconcep-
tualizacion del saber matemético en educacion basica.
Universidad Autonoma de Yucatan.

Apostol, T. (1980). Introduccidn a la teoria analitica de nime-
ros. Barcelona: Reverté.

Campoy-Calzado, D. (2019). La ensefnanza y aprendizaje de
la divisibilidad en educacidn secundaria obligatoria. [Tesis
de Maestria). Universidad de Jaén.

Fernandez, J. A. (2007). “La ensenanza de la multiplicaciéon
aritmética: Una barrera epistemoldgica”. Revista Ibe-
roamericana de Educacidn, 43, 119-130.

GCABA (2018a). Matematica. Divisibilidad. De las operacio-
nes a la construccion de anticipaciones. Séptimo grado.
(1.2 ed. para el profesor). Ciudad de Buenos Aires: Minis-
terio de Educacion, Direccidn General de Planeamiento e
Innovacion Educativa.

GCABA (2019b). Matematica. Divisibilidad: muitiplos y di-
visores. Sexto grado. (1.2 ed. para el profesor). Ciudad de
Buenos Aires: Ministerio de Educacion e Innovacion.

Lopez, A. (2015). Significados de la relacion de divisibilidad
de maestros en formacién manifestados en el desarrollo
de un modelo de ensenanza. [Tesis Doctoral]. Universidad
de Granada.

Mulligan, J. y Mitchelmore, M. (2009). “Awareness of pattern
and structure in early mathematical development”. Mathe-
matics Education Research Journal, 21(2), 33-49.

Negrete, F. G. (2023). “Argumentos puestos en juego por
estudiantes ingresantes a primer afio de la Educacion Se-
cundaria en el marco de actividades sobre divisibilidad,
durante el periodo de ambientacién”. Clave Didactica. Re-
vista de Investigacion y experiencias Didécticas, 7.

Sanchez, L. (2013). “Desarrollo del pensamiento variacional
en la educacion basica primaria: generalizacion de patro-
nes numéricos” SEMUR, Sociedad de Educacion Mate-
matica Uruguaya (Ed.), VIl Congreso Iberoamericano de
Educacién Matemética (p. 1121-1131). Montevideo: SEMUR.

Vergnaud, G. (2000). El nino, la matematica y la realidad. Mé-
xico: Trillas.

Warusfel, A. (1972). Diccionario razonado de matematicas:
de las matematicas clasicas a la matematica moderna.
Madrid: Tecnos.

Capitulo 2. Produccion de férmulas

Arcavi, A. (1994). “Symbol sense: informal sense-making in
formal mathematics” For the Learning of Mathematics
14(3), 24-35.

Dougherty, B., Pedrotty, D., Bryant, B., Darrough, R. y K Hu-
ghes, K. (2015). “Developing Concepts and Generaliza-
tions to Build Algebraic Thinking: The Reversibility, Fle-
xibility, and Generalization Approach” Intervention in
School and Clinic. 50(5), pp. 273-281.

GCABA (2018b). Matemaética y programacion. Un desafio en
el patio. Primer ano. Ciudad Auténoma de Buenos Aires:
Ministerio de Educacidén, Subsecretaria de Planeamiento
e Innovacién Educativa.

KKK



GCABA (s/f a). gUtilizamos algin procedimiento para contar?
Ficha didactica para nivel secundario. Formacion General.
1.2 ano. Ciudad Autéonoma de Buenos Aires: Ministerio de
Educacion, Direccion General de Planeamiento e Innova-
cion Educativa, Gerencia Operativa de Curriculum.

Lopez-Acosta, L. A. (2016). Generalizacion de patrones. Una
trayectoria hipotética de aprendizaje basada en el Pensa-
miento y Lenguaje Variacional. [Tesis de Maestria no pu-
blicada]. Centro de Investigacion y Estudios Avanzados
del Instituto Politécnico Nacional.

Lopez-Acosta, L. A. (2023). Andlisis algebraico de Viéte y
Descartes: La ecuacion paramétrica y la algebrizacién de
la geometria. Un acercamiento epistemoldgico y linglis-
tico-multisemidtico. [Tesis Doctoral]. Centro de Investiga-
cion y Estudios Avanzados del Instituto Politécnico Nacio-
nal. https://repositorio.cinvestav.mx/handle/cinvestav/4291

Lopez-Acosta, L. A.y Montiel-Espinosa, G. (2022). “Emergen-
cia de las ecuaciones paramétricas en Viéte y Descartes.
Elementos pararepensar la actividad analitica-algebraica”.
Goéndola, Ensenanza y Aprendizaje de las Ciencias, 17(3),
pp. 539-559. https://doi.org/10.14483/23464712.17062

Mason, J. (1996). “Expressing generality and roots of alge-
bra” En N. Bednarz, C. Kierany L. Lee (Eds.), Approaches to
Algebra (p. 64-86). Kluwer.

Massa-Esteve, M. (2006). “Algebra and geometry in Pietro
Mengoli (1625-1686)”. Historia Mathematica, 33, 82-112.

Parodi, S. (2016). Significados del signo de igual en la entrada
al algebra: un estudio de casos con estudiantes de segundo
ano de ensefanza secundaria. [Tesis de Maestria no publica-
da). Centro de Investigacién en Ciencia Aplicada y Tecnolo-
gia Avanzada, Instituto Politécnico Nacional, México.

Rivera, F. (2013). Teaching and Learning Patterns in School
Mathematics. Springer.

Schou, M. H., Bikner-Ahsbahs, A. (2022). “Unpacking hid-
den views: seven ways to treat your formula”. Educatio-
nal Studies in Mathematics, 109, 639-659. https://doi.
org/10.1007/s10649-021-10092-7

Serres, Y. (2007). “Ejercicios, problemas y modelos en la en-
sefianza del Algebra”. En R. Cantoral, R. Farfan, J. Lezamay
A. Romo (eds.). Investigaciones sobre ensefianza y apren-
dizaje de las mateméticas: Un reporte iberoaméricano
(pp. 163-178). Comité Latinoamericano de Matematica
Educativa A. C.-Diaz de Santos.

Viete, F. (1591). In artem analyticem isagoge: seorsim
excussa ab Opere restitutae mathematicae analyseos,
seu Algebra nova.

Capitulo 3. Funcion lineal

Caballero-Pérez, M. y Moreno-Durazo, G. (2017). “Diseno de
una situacion de aprendizaje para el desarrollo del pensa-
miento y lenguaje variacional”. Acta Latinoamericana de
Matemaética Educativa, 30, 1066-1074.

Campeodn, M., Aldana, E. y Villa, J. (2018). “Ingenieria didacti-
ca para el aprendizaje de la funcidn lineal mediante 1a mo-
delacién de situaciones” Sophia, 14(2), 115-126.

Carlson, M., Jacobs, S., Coe, E., Larsen, S. y Hsu, E. (2003).
“Razonamiento covariacional aplicado a la modelacién de
eventos dinamicos: un marco conceptual y un estudio”.
Revista EMA, 8(2), 121-156.

Codrdoba, L., Diaz, M. E., Haye, E. E., y Montenegro, F. (2015). “Difi-
cultades delos alumnos para articular representaciones gra-
ficas y algebraicas de funciones lineales y cuadraticas”. Re-
vista Iberoamericana de Educacion Matemaética, 41, 20-38.

GCABA (s/f b). sQué caracteristicas tienen las funciones que
crecen linealmente? Ficha didactica para nivel secunda-
rio. Formacioén General. 1.2 ano. Ciudad Auténoma de Bue-
nos Aires: Ministerio de Educacion, Direccidn General de
Planeamiento e Innovacion Educativa, Gerencia Operativa
de Curriculum.

°« I

GCABA (s/f c). ¢De qué hablamos cuando hablamos de cre-
cimiento lineal? Ficha didactica para nivel secundario.
Formacién General. 2.° ano. Ciudad Auténoma de Buenos
Aires: Ministerio de Educacion, Direccidn General de Pla-
neamiento e Innovacién Educativa, Gerencia Operativa de
Curriculum.

Grueso, R. (2019). “El concepto de funcidn como covariacion
en la escuela secundaria” XV CIAEM, 1-8.

Hitt, F. (1998). “Difficulties in the articulation of different
representations linked to the concept of function” The
Journal of Mathematical Behavior, 17(1), pp. 123-134.

Lobato, J., y Thanheiser, E. (2002). “Developing understan-
ding of ratio as measure as a foundation for slope”, en
Litwiller, B. (Ed.), Making sense of fractions, ratios, and
proportions: 2002 Yearbook (pp. 162-175). Reston, VA:
National Council of Teachers of Mathematics.

Ministerio de Educacion, Cultura, Cienciay Tecnologia (2019).
Aproximar y optimizar. ;Qué hacés con lo que sobra? Ciu-
dad Auténoma de Buenos Aires: Ministerio de Educacién,
Cultura, Cienciay Tecnologia.

Thompson, P. W. (1993). "Quantitative reasoning, complexity,
and additive structures". Educational Studies in Mathematics,
25(3),165-208.

Capitulo 4. Construccion de triangulos

Alsina, C., Brugués, C.y Fortuny, J. (2017). Invitacion a la di-
dactica de la geometria. Espana: Sintesis.

Aparicio, E., Sosa, L., Torres, L., & Gémez, K. (2018). Recon-
ceptualizacién del saber matematico en educacidn bési-
ca. Universidad Autéonoma de Yucatan.

Castillo, V. (2015). Secuencia didéctica para contribuir en la
construccion del concepto de area como magnitud con
estudiantes de educacién primaria. [Tesis de Maestria].
Pontificia Universidad Catdlica de Peru.

Duval, R. (1999). “Representation, Vision and Visualization:
Cognitive Functions in Math-ematical Thinking” En F. Hitt
y M. Santos (eds.). Proceedings of the 21st Annual Mee-
ting North American Chapter of the International Group
of PME (pp. 3-26). Cuernavaca, México. Columbus, Ohio,
USA: ERIC/CSMEE

GCABA (2007). Matemética. Geometria (coord. Cappelletti,
G.) (1.2 ed.). Ciudad Autdbnoma de Buenos Aires: Direccidon
General de Planeamiento del Ministerio de Educacion.

GCABA (2018c). Matematica. Construccion de triangulos
con GeoGebra. Séptimo grado (1.2 ed. para el profesor).
Ciudad Auténoma de Buenos Aires: Ministerio de Educa-
cion e Innovacion.

GCABA (s/f d). ¢Como se puede construir un triangulo uti-
lizando diferentes instrumentos geométricos? Ficha di-
dactica para nivel secundario. Formacién General. 1.° ano.
Ciudad Auténoma de Buenos Aires: Ministerio de Edu-
cacién, Direccion General de Planeamiento e Innovaciéon
Educativa, Gerencia Operativa de Curriculum.

GCBA (1998). Matemadtica. Documento de trabajo n° 5. La
ensenanza de la geometria en el segundo ciclo. Ciudad
Auténoma de Buenos Aires: Direccion General de Planea-
miento de la Secretaria de Educacion.

Godino, J. y Ruiz, F. (2002). Geometria y su didactica para
maestros. Departamento de didactica de la Matematica.
Universidad de Granada.

Gomez-Osalde, K., Sosa, L. y Aparicio, E. (2020). “Experien-
cias de aprendizaje y reconceptualizacién geométri-
ca: una propuesta para la reorganizacién de la practica
docente”. En Prospecgao de problemas e solugdes nas
ciéncias matemaéticas 3 [recurso eletrénico]. Organizado-
res Américo Junior Nunes da Silva, André Ricardo Lucas
Vieira. Ponta Grossa, PR: Atena. https://www.atenaeditora.
com.br/post-artigo/38861

Martinez, M.yMohan, D.(2018). Matematicas!.SerieINNOVAT.
México: Innova.



https://repositorio.cinvestav.mx/handle/cinvestav/4291
https://repositorio.cinvestav.mx/handle/cinvestav/4291
file:///Users/patricia/TRABAJOS%20Mac%20mini/SECRE%202024/Matematica%20en%20Red%20Tomo%20I/textos/%20
https://doi.org/10.14483/23464712.17062
https://doi.org/10.1007/s10649-021-10092-7
https://doi.org/10.1007/s10649-021-10092-7
https://www.atenaeditora.com.br/post-artigo/38861
https://www.atenaeditora.com.br/post-artigo/38861




	_rd73qdwd0s1x
	_2et92p0
	_Hlk159510770



